CANTOR KUMELER KURAMI

Mehmet Sait Eroglu

Ocak 2007



Bu sayfa bilerek bog birakilmigtir.



Esgim Yildiz,
Kizim Ilgim,

Oglum ve Meslektagim K. Ilgar’a.



+
Tesekkiir

Kitabin tamamlanacagina iliskin umudunu coktandir neredeyse yitirmis
olan esim Yildiz’a ve kizim Ilgim’a bana sagladiklari huzurlu caligma or-
tami i¢in; boliimlerinde konuyu igleme firsati veren Prof. Dr. Sahin Kocak,
Dog¢. Dr. Mehmet ljreyen ve Prof. Dr. Orhan Ozer’e gosterdikleri ilgi ve
misafirperverlik i¢in icten tegekkiir ederim. Ancak bir yandan elestirilerini
yoneltirlerken diger yandan kitabin tamamlanmasi igin stirekli destek veren
iki kigiye, degerli dostum Prof. Dr. Sahin Kog¢ak ve oglum Kemal Ilgar’a
—ki doktora tez asamasinda olmasina ragmen bilgisayarla bogustugum her
an yardimci olmak igin zamanini esirgememigtir— ayrica tesekkiir etmek
isterim.



Icindekiler

0 GIRIS

1 CANTOR KUMELER KURAMININ

BAZI ACMAZLARI

1.1 CANTOR KUMELERLE NICIN UGRASTI? . . . ... ..
1.2 CANTOR'UNKUME TANIMI . . . ... ... .......
1.3 CANTOR'UN AKSIYOMLARI . . . ... ... .......
1.4 BAZIACMAZLAR . . . . . . . i
1.5 ACMAZLARIN TARTISMASI . . ... ... ... .....
1.6 RUSSELL’IN TiPLER KURAMI . . . . . ... ... ....
1.7 ZERMELO’NUN AKSIYOMLARI . ... ... .......
1.8 SEZGICILER . . . . . . . .o
1.9 NEUMANN, BERNAYS VE GODEL YAKLASIMI . . . . .

2 CANTOR KUMELER KURAMI
2.1 TEMEL KAVRAMLAR . . . . . . vt
2.2 BAGINTILAR VE FONKSIYONLAR . . . ... ......
2.3 DOGAL SAYILAR . . . . o oo i

23.1
2.3.2
2.3.3
2.34

Tekrarli Teorem . . . .. .. ... ... ... ....
Peano Yapilar1 . . . ... ... ... .. ..
Peano Yapilarinda Aritmetik . . .. ... ... ...
Neumann Dogal Sayilart . . . . . .. ... ... ...

21
21
23
25
28
34
40
43
50
54



6

I(;indekﬂer
2.4 SAYILAR NEDIR VE NE OLMALILAR ? . ........ 96
2.4.1 Diizeltilebilir Direnc¢li Yanhglar . . . . . . . ... .. 104
2.4.2  Dogal Sayilarimiz1 Biliyor muyuz? . . ... ... .. 110
2.5 ESGUCLU KUMELER . . .. ... ............. 111
2.6 SONLU, SONSUZ, SAYILABILIR
VE SAYILAMAZ KUMELER . . . . ... ... ....... 124
2.7 COKLUK SAYILARI (Ilk Bilgiler) . . . . ... ... .... 132
2.7.1 Cokluk Sayilarmnda Iglemler . . . . . ... ... ... 135
2.8 SIRA SAYILARI . . . . .. .. ... .. 140
2.9 SIRALANMIS KUMELERDE ISLEMLER . .. ... ... 156
2.9.1 Swralanmig Kiimelerin Carpimlar: . . . . . . . . . .. 158
2.9.2 Sira Sayilarin Toplamlarr . . . . .. ... ... ... 160
2.10 TYI SIRALANMIS SINIFLAR . . . . . . . . ... ... ... 169
2.11 SIRALAMA TOPOLOJISI VE
NORMAL FONKSIYONLAR . . . . .. ... ... ..... 173
2.12 SONLU OTESI TUMEVARIM VE TEKRARLI TEOREM 180
2.13 SIRASAL ARITMETIK . . . . ... ... ... ....... 191
2.14 SECME AKSIYOMU . . .. ... ... ... ........ 202
2.15 COKLUK SAYILARININ TANIMI . . . . ... ....... 207
2.16 SONDASLIK, DUZENLI VE TEKIL COKLULKAR . . . . 223
2.17 KOMBINATORIK . . .. ... ... ... ... ....... 231
2.18 SUZGECLER, KAPALI VE SINIRSIZ KUMELER . . . . . 241
2.19 NEUMANN SILSILEST . . . ... ... ... ... ..... 250
2.19.1 Kimesel Evrenler, Evrencikler . . . . ... ... .. 253
2192 (V,€) Evreni . . . . .. ... 257
2.20 CANTOR’UN AKSIYOMLARI GERCEKTE
NELERDIR? . . ... ... . .. ..., 261
UYGULAMALAR 265
3.1 CARPIM UZAYLARI VE METRIK UZAYLAR . ... .. 265
3.2 AGACLAR VE POLONYA UZAYLARI . . . . ....... 273
3.3 BAZI COKLUK TEOREMLERI . .............. 281
34 CANTORKUMESI . ..................... 284
3.5 N; VER; +1TOPOLOJIK UZAYLARI . . . . ....... 288
36 OLCUUZAYLARI . . ... ... ... ... ... 291
PROBLEMLERIN COZUMLERI 307
Kaynakga 335

Index 342



Bu sayfa bilerek bog birakilmigtir.



Bu sayfa bilerek bog birakilmigtir.



GIRIS

Birinci kisimda kiimeler kuraminin ortaya gikigina, yagadigi sorunlara ve
asamalara deginecegiz. Kiimeler kuraminin celigkilerine ve yararh kisimlari-
na deginilecek ve aksiyomatik olarak ele alindiginda kuramdan neleri ko-
rumak istedigimiz belirtilecektir. Ayrica en cok kullanilan iki aksiyoma-
tik dizgenin, ZFC ve NBG’nin aksiyomlarini verecegiz. Bu boliimiin amaci
okura sorunsuz bir diinya sunmak yerine matematigin temelinde, kiimeler
kurami ve mantikta yasanmis olan tartigmalari bir parca olsun hissettir-
mektir. Ara sira, ornegin geligkileri tartigirken, kiimeler kuraminin ileride
aciklayacagimiz bazi kavramlarim ve bilgilerini kullanacagiz. Bunlar ¢ok yer
tutmayacaktir.

Ikinci kisimda, kiimeler kuramini kullanmak isteyen bir matematikginin
bilmesi gereken temel kavram ve teoremler verilmistir. Cantor Kiimeler
Kurami, “Safdil Kiimeler Kurami (Naive Set Theory)” olarak da
adlandirilir. Yanlig anlamalara yol acabileceginden bu ismi yeglemeyecegiz.
Bu kuram i¢in CKK kisaltmasi kullanacagz.

CKK’nin evrenini U ile gosterecegiz. Bu evren geleneksel matematigin ev-
renidir. Bu evrende kiimelerimizin 6gelerinin kiime olmas: gerekmez. Orne-
gin 3 dogal sayisin1 bir kiime olarak diigiinmeyiz. 3 ve 5 dogal sayilarimiz
U evreninin kiime olmayan ve birbirinden farkli iki 6gesidir. Bu tiir 6geler
evrenimizin temel (ilk veya asal) dgeleridir. Geleneksel matematikte U evre-
nindeki en 6nemli kiimelerimiz kuskusuz N, Z, Q, R, C, ... ile gésterdigimiz,
sirastyla dogal, tam, rasyonel, gercek, kompleks.... sayilar kiimeleridir. Once
U evreninde karsilastigimiz bazi geligkileri ve onlardan kurtulma yollarini
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birinci kisimda tartigacagiz. Ardindan aslinda U evreninin bir kisminin, bir
anlamda bog kiimeden baska asal 6gesi olmayan, salt kiimelerden olusan
U kisminin matematik icin yeterli oldugunu gorecegiz. U yeterli olacaksa
temel 6gelerden olugan N, Z, Q, R, C, ... say1 kiimelerinin yerlerine, 6geleri
kiimeler olan ve bunlarin yerini alacak olan N, Z, Q, R, C, ... say1 kiimelerini

olusturmaliyiz. Bunun iginse sadece N’yi olusturmak yeterlidir. U evreninde
herhangi iki Peano yapisinin egyapili oldugunu biliyoruz. Bu nedenle ogeleri
kiimeler olan herhangi bir Peano yapisi igimizi goriir. N olarak N Neumann
dogal sayilarmi alacagiz. U evreninde hi¢ 6ge icermeyen tek 6ge vardir, o da
() bog kiimesidir. Her n € N i¢in n Neumann dogal sayilar1 tekrarlh teoremle
asagidaki ozelliklere sahip olacak bigimde tek olarak tanimlanirlar:

0={0} ve herneNiginn+1=nU{n}

U’da N olarak N sayilarini alip bilinen yontemlerle Z, Q, R, C, ... say1 kiime-
leri olusturulur. Egyapililara aym goziiyle bakabilecegimiz i¢in N, Z, Q, R, C,
... yerine yeniden N, Z, Q, R, C, ... yazip yolumuza devam edecegiz.

Ashinda U evreninde hala sezgiye ters diigsen gariplikler ve fazlaliklar
vardir. Bu evrende z € x olabilir, dd. bir kiime kendisini 6ge olarak igerebilir.
Tek bagina bu o kadar da dert edilecek bir durum degildir. Ancak ku-
rami fakirlestirmeden evrenimizi daraltip bir yandan bundan kurtulabi-
liyor, diger yandan evrenimizin ¢ok daha iyi bir resmini gikarabiliyorsak
bunu da yapmak elbette daha mantikli olacaktir. Aksiyomatik Kiimeler
Kuraminda, geleneksel matematik agisindan gerekli olmayan, ama kiimeler
kurami agisindan ¢ok yararli olan bir aksiyomla kiimelerimizin temelli ol-
masini isteyecegiz ve bu kisitlamayla elde ettigimiz V evreninde ¢alisacagiz.

CKK’nin bitiminde V evreninde bu kurami betimlemeye yetecegini um-
dugumuz aksiyomlarimiz1 segecegiz ve (V, €)’yi bu kitabi izleyecegini um-
dugumuz Aksiyomatik Kiimeler Kurami kitabimizda (V, €) olarak bigimsel-
lestirecegiz.

Uygulamalar adini tagiyan tigiincii kisimda Betimleyici Kumeler Kurama-
nin baz1 konularna deginecegiz. Ozellikle Polonya uzaylarmi igleyecek, agac-
lar ve agac yontemiyle tamsacagiz. Olcii problemine kisaca deginecek ve is-
ter topolojide ister 6l¢ii kuraminda bazi durumlara karsi 6rnek olugturmaya
elverigli olan Ny ve Ny + 1 topolojik uzaylarii biraz yakindan taniyacagiz.
Doérdiincii kisimda, az ileride soracagimiz problemlerin ¢éziimlerini verece-
giz. Problemleri hazirlarken &zellikle [63] ve [17]’den yararlanilmigtir.

Ik kisimda tartistigimiz agmazlar yalmzea kiimeler kuramim degil mate-
matigin tiimini ilgilendirmektedirler. Ikinci kisimda kiimeler kuramini kul-
lanmak isteyen bir matematikcinin bilmesi gereken tiim 6nemli kavram ve
teoremleri verdigimizi umuyoruz. Bu boltim kitabin ana gévdesidir. Dogru-
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dan bu boliimle baglanabilinir. Herhangi bir kiimeler kurami dersinde son-
luGtesi tiimevarim ve tekrarli teorem iglenmeli ve bir iki giizel 6rnekle ige
yararliligi ve giicii vurgulanmalidir.

Bu kitapta kullanacagimiz tiim matematik imler igeriksel imler olacak-
lardir; onlar Tiirkce’mizde igeriksel bazi sdylemler i¢in kullandigimiz kisalt-
malar olacaklardir. Bunlarin en 6nemlileri -, V, A, =, <=,V, 3 iceriksel
mantik imlert, = iceriksel 6zdeslik ve € iceriksel 6gesi olma imidir. igeriksel
mantik imleri sirasiyla Tiirkcemizdeki degil, veya, ve, ise, ancak ve ancak,
her ve en az bir yerine kullamlan kisaltmalardir. Ornegin ¢ (z) = £(x)
ifadesi “i(z) ise &(x)’tir”, veya “i(z)’ten (z) qkar”, ¢¥(z) <= {(x) ifa-
desi “4p(x), ancak ve ancak £(x) dogru ise dogrudur”, veya “¢(z)’in dogru
olmasi i¢in gerek ve yeter kogul £(z)’in dogru olmasidir”, Vo (z) “(S6z
konusu evrenimizdeki) Her x icin ¢ (x)’tir” ve son olarak 3z v (z) ise “(S6z
konusu evrenimizdeki) En az bir z igin ¢ (z) dogrudur” igin kullanilan birer
kisaltmadirlar. x = y ile “z ve y nesnelerinin 6zdes oldugunu” “x € M”
ise x 0gesinin M kiimesinin gercekten bir 6gesi oldugunu belirtir, dd. ile M
kiimesi bir cuval icindeki patateslerin kiimesi ise x 6gesinin bu ¢uvaldaki
patateslerden biri oldugunu belirtir. ~(x € M) yerine x ¢ M, —(z = y)
yerine ise x # y de yazacagiz ve bunlar sirasiyla “z, M’nin 6gesi degildir”
ve “x, y’ye o6zdes degildir” demektir. <= yerine kullanilan diger kisaltmalar
“ancak ve ancak” anlaminda kullanilan “ava.” , “gerek ve yeter kogul” ye-
rine kullanilan “gvyk.” ve “genellikten bir sey kaybetmeden” yerine “gbk.”
kisaltmalaridirlar. Ayrica “diger deyigle” yerine “dd.” ve “benzer bigimde”
yerine “bb.” kisaltmalarimi kullanacagiz.

a:=b,a=:b, p:< qvep <= qgosterimlerini de kullanacagiz. Bu ifa-
delerde : iminin bulundugu taraf tanim geregince obiir tarafdir. Tanmimlanan
bir nesne oldugunda :=, =:, bir 6zellik, bir baginti, bir kavram oldugunda
ise :<=, «<=: kullanilacaktir.

Her alt boliimdeki tanimlar, teoremler, 6énermeler, lemmalar, ornekler
ve notlar birlikte numaralandirilmistir. Her boltimdeki problemler kendi
iclerinde ayrica numaralandirilmiglardir. Salt (3.2.6) yazildiginda iigilincii
kismin ikinci boltimiindeki tanim, teorem, 6nerme, lemma, 6rnek ve notlar-
dan bu numaray: tasiyana gonderme yapilmaktadir. Problemlere gonderme
“problem (3.2.6)” seklinde olacaktir. Sadece (IL.6) yazdigimizda kastedi-
len ikinci kismin altiner bélimidiir. (2.1) ise kitaptaki bu numarali formiilii-

nii kastetmektedir. Bazen =,=, <= imleri lizerine yazilanlar bunlarin

C e A .. (2411 IR . .
gerekcelerini gostermektedir. Ornegin @4 ), bu esitligin gerekgesinin bu

B o " @), .
numarali tanim, teorem, onerme veya lemma oldugunu belirtirken = ise
bu gikarimda kanitlamakta oldugumuz teorem, 6nerme veya lemmanin (i)
sikkini kullandigimizi belirtir. Bazen tanim geregi olarak esitlik iizerine bir
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im koydugumuz da olmustur; 6rnegin X Py ile X , Y topolojik uzaylarinin
topolojik olarak egyapili olduklarini gosteriyoruz.

Problemlerimizde gecen ve okuyucunun bilmesi gerekenlerden bu kitapta
aciklanmamig kavramlar: kisaca 6zetleyecegiz.

Kiimeler Kurami: A := {4;|i € I} kiime ailesine birbirinden farklh
her 7,5 € I icin A; N A; sonlu ise neredeyse ayriktir denir.

n bir dogal say1 olmak iizere F' : X" — [X]|¥ verilsin. Bir Y € X
altkiimesine her y = (y1,...,yn) € Y" icin F(y) C Y ise F'nin etkisi
altinda kapalidir denir. Bir f : X" — X ve Y C X verildiginde her
y € Y" i¢gin {f(y)} C Y ise Y kiimesi f'nin etkisi altinda kaphdir
denir. f*(z) := {f(x)} olarak tamimlarsak Y kiimesinin f altinda kapal
olmast Y'nin f*: X™ — [X]! fonksiyonunun etkisi altinda kapali olmasina
denktir. Simdi bu tiir fonksiyonlarin bir F ailesi verilsin, dd. bu aileye ait
fonksiyonlarin tanim kiimeleri ya bir X" ya X, deger bolgeleri ise ya [X]<%
yva da X’dir. Burada n € N ve fonksiyondan fonksiyona degigebilir. Bir
Y C X altkiimesi F ailesindeki her fonksiyonun etkisi altinda kapali ise Y
kiimesi F/'nin etkisi altinda kapalidir denir.

Dogrusal Cebir: K bir cisim ve V bir K vektor uzay: olsun. Vektor
uzay1, dogrusal bagimsizlik ve baz (veya taban) tanmimlarimi gegiyoruz. B C
V' vektor uzayimmizin bir bazi ise her 0 # x € V vektoriimiiz tek bigimde
sonlu sayida sifirdan farkli Aq,..., A\, € K sayilar1 ve by,...,b, € B vektor-
leriyle x = A1b1 +- - -+ A\, by, olarak yazilabilir. Biz bu durumu kisaca, ayrica
hicbir sey soylemeden

x:i)\bb

beB

ile gosterecegiz. Eger vurgulamak gerekirse )\, yerine \(x) yazacagiz.

V bir K vektor uzayr ve F C K bir alt cisim oldugunda V' elbette ayni
zamanda bir F vektor uzayidir. Bunlardan hangisini kastettigimizi vurgu-
lamak istersek V yerine Vi veya Vi yazacagiz. Ornegin dim Vg ile V'yi F
vektor uzayi olarak diigtindiigiimiizde boyutunu kastedecegiz. Herhangi bir
A C V altkiimesi verildiginde bu kiimenin gerdigi K alt vektor uzayini
(A) ile F alt vektor uzayim ise (A)p ile gosterecegiz. (A) (benzer bicimde
(A)g) vektor uzayr V' (benzer bicimde Vi) vektér uzayinin alt vektor (ben-
zer bicimde F alt vektor) uzaylarinin arakesitinden bagka bir sey degildir.
(A), A kiimesinin sonlu sayida 6gelerinin K dogrusal kombinasyonlarinin
kiimesidir. (A)y ise A kiimesinin sonlu sayida 6gelerinin F dogrusal kombi-
nasyonlarmin kiimesidir.
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F C K bir alt cisim ve V, W iki K vektor uzayi olmak iizere bir f : V —
W fonksiyonu verilsin. Su ii¢ 6zellige bakalim:

(1) Ve,yeVflzt+y)=[flr)+ (y)-
(2) VYaeKVreV flax)=af
(3) VaeFvVxeV flar)=af(x )

f fonksiyonuna (1)’i saghyorsa toplamsal , (1) ve (2)’yi saglyorsa dog-
rusal veya K dogrusal, (1) ve (3)"i saglhyorsa F dogrusal denir. K
dogrusal f : V — W doniigimlerin kiimesini Homg(V, W), F dogrusal
f V. — W doniigtimlerinin kiimesini ise Homp(V, W) ile gosterecegiz.
Dogrusal Cebir dersinde her vektor uzayinin bir bazi oldugunu 6greniriz,
bunu biz de kitabimizda kanitlayacagiz. Ayrica bize herhangi bir dogrusal
bagimsiz D C V verildiginde bunu iceren bir B bazini her zaman secebiliriz.
V' vektor uzayimizin bir B bazi verilsin. Her ¢ : B — W fonksiyonu tek
bir bigimde bir f : V — W dogrusal doniigiimiine ve tek bicimde bir F
dogrusal g : V. — W doniigiimiine

herx—Z)\bb Xy € K) igin f(x Z)\bgo
bGB bEB

her x = Z b (Ap € F)igin g(z Z Aoz
beB beB

tamimlariyla genigletilebilir. Bunu goyle de okuyabiliriz: Her f dogrusal
doniisiimii f|B ile tek olarak belirlidir.
f:V — W dogrusal doniigiim ise f~1({0}) uzayma fmnin cekirdegi
denir. Kendisi ve tersi de dogrusal olan bir f : V &= W tameslemesi varsa
bu vektor uzaylar: esyapilidir ve f bir esyapi dontisiimiidiir denir.
Bizim problemlerimizde K = R ve F = Q olacaktir. Rg uzaymin bazlarina
Hamel bazlar: denir.

Analiz: Siirekli f : R — R fonksiyonlar1 bilindigi gibi aradeger 6zelligi-
ne sahiptirler: —oo < a < b < +oo ise f(a) ve f(b) arasindaki her degeri
f fonksiyonu (a,b) aralginda en az bir kez alir. Aradeger 6zelligine sahip
fonksiyonlara Darboux fonksiyonlar: denir. Aradeger teoremimiz siirekli
fonksiyonlarin Darboux fonksiyonlari: oldugunu soyler. Belki farkinda olma-
dan siirekli olmayan Darboux fonksiyonlarini da tanidik.

f: R — R tirevienebilirse f' bir Darbouz fonksiyonudur[50].

Gergekten de —0o < a < b < +00 ve genellikten bir sey kaybetmeden
f'(a) < f'(b) olsun. A € (f'(a), f(b)) keyfi verilsin. Bu durumda her t € R
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icin g(t) := f(t) — At olarak tamimlanan g fonksiyonuda R’de tiirvlenebilir.
g fonksiyonu [a,b] kapali araliginda bir z noktasmnda minumumunu alir.
Ancak ¢'(a) < 0 oldugundan bir ¢t; € (a,b) ile g(t1) < g(a) ve ¢'(b) >
0 oldugundan bir t2 € (a,b) ile g(t2) < g(b). Bu nedenle = € (a,b) ve
analizden f/(z) — A = ¢'(z) = 0 oldugunu biliyoruz. Boylece f'(x) = A.

Herhangi bir f : R — R fonksiyonu her acik aralikta her degeri aliyorsa,
dd. Her I = (a,b) # () agik araligi i¢in f[I] = R ise, f bir giigliit Darboux
fonksiyonudur denir.

Bir f : R — R fonksiyonu verilsin. Her z,y € R ve a + 8 = 1 kogulunu
saglayan her o, § > 0 gergek sayilari igin

flaz + By) < af(x) + Bf(y)

ise f fonksiyonuna digbiikeydir denir. Bu kosul sadece a = 8 = 1/2 igin
istenirse orta nokta digbiikey fonksiyonlar elde edilir.

Geometri: R? diizleminde verilen 21, 29, x3 noktalarmin gerdigi, bu nok-
talarin kiimesinin digbiikey ortiisii olan A(x1, 2, x3) liggeninden

3 3
A(ml,.’lfg,x?,) = {anxn ’vjl <n< 3(pn ERAp, > O) A an = 1}

n=1 n=1

kiimesi anlagilacaktir. A°(z1, x9,r3) ise bu kilmenin R? uzaymin dogal to-
polojisine gore icidir.
Iste problemlerimiz

Problem 0.0.1 Sonlu kimelerde oldugu gibi sonsuz kiimeleri de, cokluklar:
tzerinden, anlaml bicimde ¢ift ve tek kimeler olarak siniflandirabilir mi-
yiz? Yamitimze gerekcelendiriniz.

Problem 0.0.2 1. X bir sonsuz kiime, kK = §X ve p, 1 < p < kK
kosulunu saglayan herhangi bir cokluk sayist olmak tzere X kiime-
sinin bir P parcalaniginin her A € P icin §A = u olacak bigimde
bulunabilecegini gosteriniz

2. 58X > 2 ise sabit noktasy olmayan f : X = X tameslemelerinin
varliginy kanitlayinaz.

3. 5(X\A) > 2 kosulunu saglayan her A C X altkimesi i¢in sabit nok-
talarian kiimesi A olan bir f : X — X tameslemesinin oldugunu
kanatlayiniz.

Problem 0.0.3 < ile kismi siralanmas sonsuz bir X kiimesi verildiginde bu
kiimenin aynt < bagintisina gore baglantily, ya da mutlak baglantisiz olan
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sonsuz bir altkimesinin oldugunu gésteriniz (fstenen sonsuz bir Y C X
altkiimesi oyle kiVa,b€ Y (a <bVb<a) veyaVa,b €Y (a LbAb L a)).

Problem 0.0.4 Bos olmayan kiimelerin herhangi bir sonsuz A ailesi ve-
rildiginde bu ailenin sonsuz bir B alt ailesi ya B ayrik ya da birbirinden
farkl herhangi iki x,y € B i¢in daima x Ny # O olacak bi¢imde bulunabi-
lecegini gosteriniz.

Problem 0.0.5 Saylabilir sonsuz X kiimesinin sonsuz altkimelerinden
olugan sayilamaz ¢oklukta neredeyse ayrik bir A C P(X) ailesinin varligin
kanitlayinaz.

Problem 0.0.6 k herhangi bir sonsuz ¢okluk saysi, I gicu < k olan bir
kiime, {X;}icr ise her bir X; kiimesinin gicinin yine r oldugu bir kimeler
ailesi olsun. Her bir i € I i¢in gict yine k olan Y; C X; altkimelerinin
{Yi}ier ayrik olacak bigimde bulunabilecegini gosteriniz.

V sonlu boyutlu bir K vektor uzay ise her birebir dogrusal f : V — V
dontigiimiin 6rten ve her orten dogrusal f : V — V doniigimiin bi-
rebir oldugunu Dogrusal Cebir dersinde 6greniriz. Ancak Dogrusal Cebir
derslerinde genellikle sonlu boyutlu vektor uzaylarinda calistigimizdan bu
sonuglar bizi yanhs kosullandirabilir. Asagidaki problem bunu onlemeyi
amaclamaktadir.

Problem 0.0.7 V sonsuz boyutlu bir vektér uzayr, dimV =k ve 1 < pu <
K olsun.

1. Birebir ancak orten olmayan dogrusal f : V. — V donisimlerinin
varlhginy kanitlayinaz.

2. Cekirdeginin boyutu p olan drten dogrusal f : V. — V' dontisim-
lerinin varligim kanstlayiniz. Bu dogrusal dontstimler elbette drten
ancak birebir degillerdir.

3. Bir vektor uzayinin sonsuz boyutlu olmast i¢in gerek ve yeter kosul bu
vektor uzayiman bir oz alt vektor uzayyla esyapile olmasidar, kanitlay-
niz.

Problem 0.0.8 Her toplamsal f : R — R fonksiyonun Q dogrusal oldugu-
nu kanstlayimaz.

Problem 0.0.9 f:R — R fonksiyonu Q dogrusal ve stirekli ise R dogru-
sal oldugunu ve tek olarak belirli bir a € R ile her x € R i¢in f(x) = ax
oldugunu kanatlayiniz.
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Problem 0.0.10 dimRg = ¢, fHomr(R,R) = ¢ ve fHomg(R,R) =!2¢
oldugunu gosteriniz.

Problem 0.0.11 Toplamsal ancak stirekli olmayan f : R — R fonksi-
yonlarinwm varhginy kanitlayiniz.

Problem 0.0.12 Toplamsal ancak strekli olmayan f : R — R fonksi-
yonlarinan kimesinin cokluk sayisinan 12° oldugunu gdsteriniz.

Problem 0.0.13 Orta nokta disbikey fonksiyonlarin sirekli olmast gerek-
medigini kanitlayiniz.

Problem 0.0.14 C,S : R — R olmak dzere

(1) Clz+y) = Cx)Cly) = 5(x)S(y)
(2) S(x+y)=5)C(y)+C(x)S(y)

denklem sisteminin tim ¢ozimlerini bulunuz (Analizcilere uyari: Bu denklem
sisteminin cos x ve sinx fonksiyonlarimn agilimlar: olmasy sizi “bu denklemlerin
¢oziimleri varsa tirevlenebilir olmalidir” veya benzeri distincelere yoneltmesin. Bu
denklem sistemini ¢ozimlerinin cogu, 12¢ kadary sirekly degildir) .

Problem 0.0.15 Bir onceki problemde sorulan denklem sisteminin tum
strekli ¢cozumlerini bulunuz.

Problem 0.0.16 « herhangi bir sira sayisy ve (Ag)e<q ise R™ uzayima-
zin agik (kapaly) altkimelerinin kesin genisleyen (daralan) bir dizisi olsun.
a’'mn sayilabilir oldugunu kanstlayiniz.

Problem 0.0.17 Bir a sira sayisinin sayilabilir olmasinin, < gercek sayilar

arasindaki dogal siralamayr gostermek tzere, a = (S, <) olacak bigimde bir
S C R altkimesinin bulunmaswyla es anlaml oldugunu kanstlayiniz.

Problem 0.0.18 R"’deki her kusursuz altkimenin gict ¢’dir.

Problem 0.0.19 R"’deki her kapal ve sayrlamaz kiime, bir kusursuz kiime
ve bir sayilabilir kimenin ayrik birlesimi olarak yazilabilir. R™ deki her ka-
paly kimenin gici < Ng veya = c¢’dir.

Problem 0.0.20 R"’deki Borel kiimelerinin B" kiimesinin gici ¢ dir.

X topolojik uzayimiz () veya tek ogeli ise k ve u, sifirdan farkli her-

hangi iki cokluk sayisi olmak tizere bu tipten basit uzaylar icin X"~ o xp

oldugu apaciktir. Diger yandan Brouwer “R" PRM = m” oldugunu

kanitlamigtir. Bu teoremin yaratacagi yanlis sartlanmayi onlemek icin bu-
nunla taban tabana zit agagidaki iki problemi veriyoruz.
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Problem 0.0.21 C' C R Cantor kiimesi ve I := R\Q irrasyonel saylarin

kiimesi olmak tzere her 1 < pu < Vg i¢in C top CHF pe 1 top I* oldugunu
gosteriniz.

Problem 0.0.22 Her X topolojik uzayr ve her sonsuz k ¢okluk sayist i¢in
X topolojik uzayinin bir Y topolojik uzayina, her 1 < p < K i¢in Y P yp
olacak bictmde gomilebilecegini gosteriniz.

Problem 0.0.23 1. R? diizleminin, z-eksenine kosut her dojruyla ara-
kesiti bu dogruda yogun bir kumeden, y-eksenine kosut her dogru ile
arakesiti ise tek noktadan olusan altkiimelerinin varlhgin kanitlayiniz.

2. w< p<cise hery e R degerini tam p kez alan Q-dogrusal ¢ : R —
R dondtistimlerinin varlun: kanitlayiniz.

Problem 0.0.24 R? diizleminin bu diizlemdeki her dogruyu tam iki nok-
tada kesen altkiimelerinin varhginy kanitlayinaz.

Problem 0.0.25 R? diizleminin ayrik cemberlerin birlesimi olarak yazla-
mayacagint kanitlayiniz.

Problem 0.0.26 R? wzayimuzin ayrik cemberlerin birlesimi olarak yazilabi-
lecegini kanitlayinaz.

Problem 0.0.27 n > 2, A C R" bir bolge ve B C A sayulabilirse A\B de
bir bolgedir. A\B kiimesinin herhangi iki noktast bu kimedeki sonlu sayida
cember parcalaryla birlestirilebilir. Kanatlayiniz.

Problem 0.0.28 R? diizleminde her sonsuz A altkiimesinden sonsuz bir B
altkiimesinin izleyen kosul saglanacak bi¢imde secilebilecegini kanitlayiniz:
B kimesinden rastgele dort farkly a, b, c,d noktalar: verildiginde a noktas:
b, ¢, d noktalarimin gerdigi A(b, ¢, d) tiggeninin i¢inde degildir.

Problem 0.0.29 R’de yogun ve giict ¢ olan birinci kategoriden altkiimele-
rin varhgime kanstlayiniz.

Problem 0.0.30 Her sayilamaz ve kapals K C R™ icin AN K # () ve
A°NK # 0 kosulunu saglayan A C R™ altkimelerinin varligine kanitlayinaz.

Problem 0.0.31 1. R"’de, kapaly her altkiimesi sayilabilir olan sayr-
lamaz bir A C R™ kiimesinin varligint kanitlayiniz.

2. R"’de ne R"\ A ne de A’min kusursuz bir altkime icermedigi A alt-
kimelerinin varligint kanstlayinaz.
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Problem 0.0.32 V bir K vektor uzayr ise tyi siralama aksiyomunu kulla-
narak V' vektér uzayinin bir bazinin varhgine kamitlayiniz. Ayrica bastan bir
A CV dogrusal bagimsiz kiimesi verilirse A C B olmasinan saglanabilecei-
ni kamitlayinaz.

Problem 0.0.33 Rq uzayimn Lebesgue dlgiilebilir ve olgiist sufir olan bir
Hamel bazi oldugunu kanstlayiniz. Not: Cantor’un streklilik hipotezi altin-
dan Lebesque dl¢tilemeyen Hamel bazlary da vardur.

Problem 0.0.34 A C R ve saylabilir sonsuz bir I C R kimelerini her
i € I igin A; == i+ A dtelemesi R’de yogun ve {A;}icr ise R'nin bir
parcalanist olacak bicimde bulunuz.

Problem 0.0.35 R gercek sayplar kimesinin bir A 6z altkimesinin, her
r € Rigin A, :== {A+ nr|n € N} ailesi sonlu olacak bi¢imde bulunabi-
lecegini kanstlayinaz.

Problem 0.0.36 A= {z+ A|z € R} saylabilir olacak bi¢imde R 'nin bir
A 0z altkimesinbin oldugunu kanitlayiniz.

Problem 0.0.37 Cantor kiimesini olusturuken atilan her agik arabkta sa-
bit olan sirekli bir f : [0,1] — [0,1] fonksiyonunun ayrica f(0) = 0 ve
f(1) =1 olacak bigimde bulunabilecegini kanitlayinaz.

Problem 0.0.38 X bir kiime ve F ise deger bilgeleri [X]=% veya X, tanim
bolgeleri ise n € N olmak tizere X™ tipinde kiumeler olan bir fonksiyonlar
ailesi olsun. Burada n dogal sayist farkl fonksiyonlarda farkly olabilir. F
saylabilir olsun. Bu durumda:

1. Her Z C X altkiimesine karsilik bu kiimeyi icerip F 'nin etkisi altinda
kapaly olan kiimeler icinde C bagintisina gore en kicik olan bir Y
kimesi vardir. Bu kiimeyi kpr(Z) ile gosterecegiz. tkpr(Z) < 8Z+Rg,
dolayswyla Z sonsuz ise tkpr(Z) = 42,

2.8X = k > Ny ise X kiimesinin, F nin etkisi altinda kapaly olan
altkiimelerinin artan bir (Xo),., dizisi her o < k igin §1Xo < K,
X = Uper Xa ve her limit X i¢in X\ = |Jycr Xa olacak bigmde

vardar.

Problem 0.0.39 R? diizleminin her X altkiimesinin sayilabilir bir A par-
calamisinin her A € A kiumesinin farkl iki noktasinin birbirine uzakligr
daima irrasyonel olacak bicimde bulunabilecegini kanitlayiniz kanstlayinaz.

Problem 0.0.40 R? diizlemimizin asagidaki kosullar saglayan bir {A, B}
parcalanisinan olamayacagini gosteriniz:
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1. y-eksenine kosut her dogru B kiimesini en fazla sayilabilir noktada
keser.

2. x-eksenin kosut her dogru A kimesini en fazla sonlu noktada keser.

Problem 0.0.41 X ve Y giicleri R, olan iki kime ve 8, < N, bir baska
cokluk sayst olsun. Z = X XY kimesinin bir Z = AU B parcalanisimn
herx € X vey € Y i¢in f(BN{z} xY) <N, ve f(ANX x {y}) <N,
olacak bicimde bulunabilmest icin gerek ve yeter kosulun p = v+1 oldugunu
gosteriniz.

Problem 0.0.42 Cantor’un siireklilik hipotezi, R? dizleminin z-eksenine
kosut her dogruyla saylabilir noktada kesisen bir A kimesiyle y-eksenine
kosut her dogruyla saylabilir noktada kesisen bir B = R?\A kiimesine
parcalanabilmesine denktir. Kanatlayiniz.

Problem 0.0.43 a, b, c gergek sayilar: Q tizerinden dogrusal bagimsizsalar
fy9 : R — R fonksiyonlarimn, f fonksiyonu a, g fonksiyonu b ve f + g
fonksiyonu ¢ peryodiu olacak bicimde bulunabileceklerini kanitlayiniz.

Problem 0.0.44 R uzayimn her kusursuz altkimesinde her x degerini ¢
kez alan bir f : R — R fonksiyonun varliginy kamitlayiniz

Problem 0.0.45 Her gercek degeri her agik aralikta sonsuz kez almasina
karsin yine de Lebesgue dlcisiine gore hemen her yerde sifir olan bir f :
R — R fonksiyonunun varhgins kanstlayinaz.

Problem 0.0.46 Her f : R — R fonksiyonun Lebesque dl¢iist sifir olan
bir kime disinda bir Darboux fonksiyonuna esit oldugunu kanstlayiniz.

Problem 0.0.47 Hicbir arahkta sabit olmamasina karsin strekli tirevle-
nebilir bir f :[0,1] — R fonksiyonunun {f(z)| f'(x) = 0} tekil degerler
kiimesinin sayilamaz olabilecegini kanitlayiniz.

Problem 0.0.48 « bir sonsuz ¢okluk sayist olsun. X ve Y gigleri k olan
iki kime, F = {f|tanf C X A f : tanf — Y} ve §1F = k olsun. Bir g :
X =Y fonksiyonunun X kimesinin gilicti k olan hi¢hir altkimesinde hi¢bir
f € F ile cakismayacak bigimde bulunabilecegini gosteriniz.

Problem 0.0.49 Bir g : R" — R fonksiyonunun, gict ¢ olan hi¢bir altki-
mede stirekli olmayacak bicimde bulunabilecegini kanitlayiniz.

Problem 0.0.50 Bir X normal Hausdorff uzayinda normlanmas bir u ol-
clstniin, dd. p(X) = 1 kosulunu saglayan bir u 6l¢isinin desteginin
olciistiniin 0 olabilecegini ornekleyiniz.
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1

CANTOR KUMELER KURAMININ
BAZI ACMAZLARI

Once Cantor’'un kiime tanimim, sonra CKK'mn aksiyomlarim verecegiz. Cantor
Kiimeler Kurami, Cantor, Burali-Forti ve Russell geligkileri gibi bir takim geligkileri
igermektedir. Bunlarla tanigacagiz. Bagka agmazlarla tanimlarda 6zenli olmamiz
gerektigini 6grenecegiz.

1.1 CANTOR KUMELERLE NICIN UGRASTI?

Georg Cantor 1845-1918 yillar1 arasinda yasamig bir Alman matematikgi-
dir!. Cantor’un calismalarindan 6nce, dar bir alanda, matematigin o dénem-
deki durumunu kisaca hatirlayalim. Sonsuzluk kavrami hakkinda heniiz
bir gortig birligi yoktur. Matematikgiler ve filozoflar gercek ve potansiyel
sonsuzluk tartigmalar: yapmaktadirlar. Potansiyel sonsuzluk, asla tamam-
lanmamuig, belli bir iglemle siirekli olusum durumunda olan sonsuzluktur.
Ornegin bu goriisii savunanlar icin dogal sayilar 0 ile baslayip daima bir
sonra gelen sayinin olusturuldugu ve asla tamamlanmayacak bir sonsuzluk-
tur. Siz stirekli bir sonraki dogal sayiy1 olusturarak ilerleyebilirsiniz ama

1George Cantor (3.3.1845, St. Petersburg - 6.1.1918, Halle). Egitimini 1862-1867
arasinda Ziirich, Gottingen ve Berlin’de yapti. Berlin’de Weierstrass, Kummer ve
Krononecker’in yonetiminde galigti. Doktorasin1 1867 de Kummer’in denetiminde
yapti. Bir siire Berlin’de matematik 6gretmeni olarak caligtiktan sonra 1869’dan

itibaren Halle Universitesinde caligti ve oradan 1913’te emekli oldu. Alman Mate-
matikgilerbirligi'nin kurucusu (1890) ve ilk bagkamdir.
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asla tiim dogal sayilari olugturulmus bir biitiin olarak ele alamazsiniz. Bu
goriige bir 6rnek, Gauss’un, arkadasgi Schumacher’e 12.07.1831°de yazdig:
bir mektuptan alinan asagidaki alintidir:

“Boylece her seyden 6nce, matematikte asla izin verilmemis
olan tamamlanmig bir sonsuz biiyiikliigiin kullanimini protesto
ediyorum. Sonsuzluk aslinda bir yandan kisitlamasiz biiyiime-
sine izin verilen bazi oranlarin kendilerine istenildigi kadar yakla-
sildig1 sinirlardan konugma tarzidir.”

Herhangi iki farkli gergek say1 arasinda sonsuz coklukta rasyonel sayi
oldugu bilinmektedir. Obiir yandan Liouville’in cebirsel olmayan sayilari
kesfinden sonra, irrasyonel sayilarin rasyonel sayilardan bir bicimde “daha
fazla” oldugu sezilmeye baglanmisti, ancak bu “daha fazla” nin nasil tanim-
lanmas1 gerektigi bilinmemekteydi. Iste boyle bir ortamda Cantor fonksi-
yonlarin bir aralikta trigonometrik serilere acilimlariyla ugragmaktaydi ve
ozellikle bu agilimin tekligine yogunlagmigti. 1870’teki bir galigmasina ek
olarak1871°de yazdig1 bir notta teklik i¢in serinin fonksiyonun degerine
sonlu noktada yakinsamamasinin onemli olmadigini belirtti. Ve seriiven
boyle bagladi. Bu sonugla da hognut degildi. Serinin fonksiyonun degerine
yakinsak olmasi gerekmeyen noktalar: aragtirmasi ister istemez onu gercek
sayilarin belli 6zellikli bir takim altkiimelerinin incelenmesine, bu ise her
seyden Once gercgek sayilarla daha yakindan ilgilenmeye yoneltti. Sonludtesi
tekrarli tanimlamalar heniiz bilinmiyorken onlarin kullanilmasini zorunlu
kilan durumlar bas gosterdi. AY bir gercek sayilar kiimesi olmak iizere A’
ile bu kiimenin yigilma noktalarimimn kiimesini gosterelim?. Bu iglemi yine-
leyerek her n dogal sayisi icin A™'nin yigilma noktalarmin A"*! kiimesini
olusturalim. Boylece tiim dogal sayilar tiiketerek

A0 AL A2

kiimelerini olusturduktan sonra Cantor’un isi heniiz bitmemisti! Cantor
Moy A" arakesitini olugturup AV ile yaptig1 islemi bu arakesitle tekrarla-
mak istiyordu. Bu durumda

w,w+1lw+2,...

gibi yeni sira sayularina gereksinim duydu. Boylece AY := (2, A" ol-

mak iizere bu kiimenin yigilma noktalarmm kiimesini A“*! ile ve tekrarh

2« gercek sayisim iceren her acik aralikta A kiimesinin sonsuz ¢oklukta 6gesi varsa ve ancak
bu durumda « sayis1 A kiimesinin bir yigilma noktasidir denir
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tanimla her n dogal sayist icin A" kiimesinin y1g1lma noktalarmin kiimesi-
ni A"+ olarak tanimladi. Bu yeni sira sayilar1 yardimiyla olusturdugu-
muz kiimelerle elimizdeki kiime dizimiz simdi su sekli alir:

A0 AL A2 AW AWTL Agwt2

Tiim bu kiimelerin arakesitini alip ayni islemi tekrarlamak istediginde bu
kez Cantor
w2, w2+ 1,w2+2,...

ile gosterdigi yeni sira sayilarina gereksinim duydu. Bu Oykiiniin nasil de-
vam edecigini okuyucunun dogru sezdigini diigiiniiyoruz ve ileride sira sayi-
larmi ayrmtili olarak inceleyecegiz®. Tiimiiyle klasik matematige ait bir
problem Cantor’u, gercek anlamda kiimeler kuramina iligkin ilk caligmasina
[5]’e yoneltti. Bu caligmada 6nce cebirsel sayilarin sayilabilir oldugunu kanit-
ladiktan sonra gergek sayilar ve dogal sayilar kiimesinin farkl tiirden son-
suz kiimeler oldugunu, gercek sayilar1 dogal sayilarla numaralamanin soz
konusu olamayacagim kamtlamistir. Tkinei boliimiin besinci boliimiinde bu
onemli teoremin Cantor tarafindan verilen ilk kanitin1 da verecegiz. Bu ¢a-
lismay1 izleyen bir dizi calismada, [6], [7], [8], [9], [10], [11] ve [12]’de, R ve R™
uzaylarinin altkiimelerini yalnizca ¢oklular: agisindan incelememis, ayni za-
manda bu uzaylarinin topolojilerine iligkin 6nemli teoremler de kanitlamis-
tir. Yogunlagilan bir problemin 6éngoriilmeyen yeni ufuklar agmas: matema-
tikte hi¢c de ender degildir.

1.2 CANTOR’UN KUME TANIMI

Cantor’'un kiimeler kuramina iligkin en Onemli caligmalar kuskusuz
[14] ve [15]’tlir. Bu galismalarda Cantor agagidaki iinlii kiime tanimim
vermistir:

“Bir “kiime” den, algimizin veya diigiincemizin iyi ayirtedilmis be-
lirli nesnelerinin (bunlara kiimemizin “6geleri” denecektir) bir biitiin
olugturmak tizere M biraraya getiriligini anliyoruz [14].”

Tipki Oklid’in “nokta” tammu gibi: “Nokta parcasi olmayandir”, bu da
gercekte bir tamim degildir. Bu tanimda tanimlanan “Menge (kiime)”, ta-
nimlayan ise ¢ Zusammenfassung von.(...lerin biraraya getirilisi,...lerin der-
lemi)”dir. Ancak burada tanimlayan da tamimlanan kadar bilinmiyor veya

3Eger uyuyamiyorsaniz Just-Weese [36]’de koyunlari saymak yerine bu sira sayilarma devam
etmenizi 6nermektedir. Iginiz bitmeden uyuyacaginmizdan emin olabilirsiniz!
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tanimlanani ne kadar biliyorsak tamimlayani da o kadar biliyoruz! Zih-
nimizdeki “kiime” imgesi “derlem, topluluk, kolleksiyon...” gibi ne daha
fazla ne de daha az bilinen benzerleriyle degistiriliyor, o kadar! Bugiin bile
¢ogu kitapta aym tanimi gérmekteyiz!! Biz artik her aksiyomatik kuramin
tanamsiz terimleri oldugunu biliyoruz. Nokta geometrinin tanimsiz terimi-
dir. Smiflara girmeden kiimeler kurami yapacaksaniz o zaman kidme bu
kuramin tanimsiz terimi olacaktir. Bu kitabi izleyecek Aksiyomatik Kiime-
ler Kurami kitabinda tanimsiz terimimiz sinif olacaktir ve kiimeyi onlar
yardimiyla tamimlayacagiz. Herhangi bir sinifin 6gesi olan sinflara kiime
diyecegiz.

Cantor’un kiime taniminina yakindan bakalim. Caligmakta oldugumuz
evrenimizin nesnelerine iliskin bir p(z) dnermesi veya dzelligi verilsin. Can-
tor Ozetle sunu soylemektedir: Evrenimizin nesnelerinden ¢ 6zelligine sahip
olan = nesnelerini secip ayirabilir, biraraya toplar ve bunlardan M ile goste-
recegimiz ve kiime olarak adlandirdigimiz yeni bir biitlin olusturabiliriz. Bu
durumda

M = {z|p(r)}

vazacagiz. Bu M artik “zihnimizde bir varliga” sahiptir ve bizzat kendisi
artik disiince veya kavrayisimizin bir nesnesidir. z nesnesi M kiimesine
aitse bu kisaca x € M ile, degilse ~(x € M) veya x ¢ M ile gosterilecektir.
Boylece her z icin

r € M <= p(z)

olacaktir. Cantor’un bu masum goriintiglii kiime tanimina iligkin birkag not
diigmek gerekmektdir:

1. Nesnelerimize iliskin her ¢(z) 6nermesi bir kiime tanimlamaktadir.
©(x) ve ¢ (x) dnermeleri mantiksal olarak denk 6nermelerse, dd. her z i¢in
©(z) ve ¥(x) dnermeleri ayn1 anda dogru veya ayni anda yanhs iseler, ki bu
durumda ¢(z)=t(x) yazilir, bunlar aym kiimeyi tammlarlar:{z | o(z)} =
{z|4(z)}. Ornegin evrenimiz {2, 3,5,6,8,9,12} ve (z) ve ¥(z) nermeleri
(6zellikleri) sirasiyla “x asaldir” ve “z < 5” olsun. Bu iki 6zellik anlamsal
farklidir ancak kaplamsal esittirler ; gergekten

{z]e(@)} =1{2,3,5} = {z[4(2)}

Denk onermelere ayni goziiyle bakmak kosuluyla, onermelerle ¢alismak ye-
rine onlarin tanimladiklar: kimelerle calisabiliriz.

2. M ile cahsabilmek icin dniime konan herhangi bir x nesnesinin bu
kiimeye ait olup olmadiginy bilmek zorunda degilim. Caligma olanaginizin
ne kadar genisledigine dikkat ediniz. Ornegin cahstigimiz evren R gercek
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sayilar kiimesi ve ¢(z) énermemiz ise “x bir irrasyonel sayidir” olsun*. Bize
verilen baz1 gercek sayilarin irrasyonel olup olmadigini bilemeyebilirim, yine
de I = {x|¢(x) } irrasyonel gercek sayilar kiimesi ile caligabilir ve teoremler
kanitlayabilirim. Ornegin dogal sayilar kiimesinden bu kiimeye birebir ve
orten bir doniigiimiin verilemeyecegini dd. I kiimesinin sayilamaz oldugunu
kanitlayabilirim.

3. ¢(z) Onermesini dogru kilan z nesnelerinin niceligine iliskin hi¢bir
kisitlama konmamagtyr! Bunun en yalin anlami sudur: Gergek (aktiiel) son-
suzluk ve potansiyel sonsuzluk tartismalarina nokta konulmus ve gercek
sonsuzluk benimsenmistir. Tiim akil almaz gercek sonsuzluklara kapilar so-
nuna kadar agilmigtir. ¢ dzelliklerine niceliksel bir kisitlama getirilmemagtir!
Getirilen yegane niteliksel kisitlama ise dgtincinidn olmazligu ilkesi bazinda
ya ¢(z) ya da —p(x) oldugudur. Daha 6nce adi ge¢cen Cantor, Burali-Forti
ve Russel celigkilerinde bu simirsiz ozgiirliigiin pay1 biiyiiktiir. Biz sonlu
bir evrende yasamaktayiz ve sezgilerimiz bu sonlu evrende olugmaktadir.
Sonsuzluklara kapilar1 actigimiz bir evren fantazi bir evrendir ve oradaki
iligkilerin sezgilerimizle ortiismesi gerekmez. Bunun 6rneklerine cok sik ta-
niklik edecegiz.

1.3 CANTOR'UN AKSIYOMLARI

“Ogelerin bir ¢okluguna (bir kiimesine), hem ayni kavram
alanina ait herhangi bir nesnenin bu cokluga ait bir 6ge olup
olmadig1 hem de bu kiimeye ait iki 6genin verilig bigimlerindeki
bicimsel farka ragmen esit olup olmadiklar: bu kiimenin tanimi
ve {liclinciiniin olmazligi mantik ilkesi temelinde icerden belir-
lenmis goriillmek zorundaysa, iyi tanimlidir diyecegim.

Genelde elimizdeki yontemler ve yeteneklerimiz kesin ve tam
karar1 vermemize yetmeyecektir. Burada soz konusu olan bu
degildir, énemli olan sadece i¢sel belirlenmigliktir (interne De-
termination), ki bu somut durumlarda, amaglar gerektirdiginde,
yardimer araglar geligtirilerek bir gercek (dissal) belirlemeye (ak-
tuelle (externe) Determiniertheit) dontstiirilmelidir [8].”

Mantik baglaminda Cantor acikca “Ucgiinciinin Olmazhgy Ilkesi”ni be-
nimsemigtir. Cantor yalnizca iyi tanimli ¢okluklarla ¢aligmigtir. Bu son de-
rece 6onemlidir. Cantor’un kiimeler kuraminin ti¢ aksiyomu oldugu soylenir.

4R kiimesi igin ”gercel sayilar kiimesi” ismi yaygindir, ancak biz gercek sayilar demeyi
yegliyoruz.
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Bunun boyle olup olmadigim ikinci boliimiin sonunda tartisacagiz. Ilki iki
kiimenin esitligine iligkindir ve akla gelen en dogal aksiyomdur: Iki kiime
ancak ve ancak ayni ogeleri iceriyorlarsa, dd. matematik evrenimizde ayna
yeri kaplyorlarsa birbirlerine egittirler. Agktir ki burada egitlik, Can-
tor’un sezgisel evreninde, 6zdesglik olarak alinmaktadir.

Uzant1 Aksiyomu (UzC) : y ve z kiimeler olmak tzere

Yy = z<=Vr (x € y<=1x € 2) (1.1)

Bu aksiyoma Kaplam Aksiyomu da diyecegiz. x € y kogulunu saglayan
tiim x 6gelerinin kiimesini u(y, €) ile gosterir ve buna y kiimesinin € baginti-
sina gore uzantisi veya y kiimesinin € bagintisina gére baslangici der-
sek (UzC) aksiyomu ozetle uzantilary esit olan kiimelerin birbirine egit
oldugunu soyler: Her y, z kiimeleri i¢in y = z<=u(y, €) = u(z, €).

Tkinci aksiyomumuz kiime taniminda verilen “kiime olugturmaya” iligkin-
dir ve verilen her p(x) dzelligine karsilik dgeleri tama tamana bu dzellige
sahip olan x nesnelerinden olusan bir kumenin varligine ileri siirer. Yu-
karidaki alint1 1g1ginda derleme alammmizdaki her x nesnesi i¢in p(x) ve
—p(x) ten birinin ve ancak birinin dogru olmasi, diger yandan ¢(x) = ¢(y)
ise x =y olup olmadiginin da alintida belirtigi anlamda igerden belirli ol-
mas1 gerekmektedir. Bu durumda ¢(z) 6nermesinin dogru kilan x 6geleri
bir biitiin olusturacak bicimde derlenebilirler. Imlerle gosterirsek

(DerC) : Cantor Derleme Aksiyomu : Her p(z) ozelligine kargilik bir
y kimest
Vr (z € y<=p(z)) (1.2)

olacak bi¢imde vardar.

Derleme aksiyomu gy kiimesinin varligine ileri siirer, 6te yandan uzanti
aksiyomuyla bu kiimenin tek oldugu apagiktir. Bu nedenle genellikle y =
{z |p(x) } yazariz. Bu aksiyoma derleme, ayiklama, sikistirma veya bir
arada tutma aksiyomlar1 da denir. Aslinda Cantor agikga belirtmeden az
ileride 6grenecegimiz Se¢me Aksiyomunu da kullanmigtir.

“Jyi tanamly her kiimenin iyi siralanmas kitme bicimine geti-
relebilecegine gelince, bana gore temel ve sonucca zengin, genel
gecerliligiyle 6zellikle dikkate deger bu diigiince yasasina ileri-
deki galigmalarimda tekrar donecegim [10].”

Burada Secme Aksiyomuna denk olan Iyi Siralama Teoremi’yle kargi
karsiyayiz. Cantor ona bir distiince yasas: olarak bakmaktadir, tipk: belirt-
meden kullandig1 Segme Aksiyomu gibi! Buna denk olan Se¢me Aksiyomunu
verelim.
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(Seg): Segme Aksiyomu : A dgeleri bostan farkl kiimeler olan bir kiime
ise her x € A i¢in f(x) € x kosulunu saglayan bir f : A—JA
fonksiyonu vardir. Burada f fonksiyonuna A igin bir segcen fonksi-
yon denir ve bu fonksiyonun her x € A kiimesinden bir f(x) ogesinin
sectigi soylenir.

Daha onceleri rahatlikla kullanilan bu aksiyom Zermelo tarafindan bir
aksiyom olarak dile getirilip her kiimenin iyi siralanabilineceginin gosteri-
minde kullamldiktan sonra siiriip giden tartigmalarin konusu olmustur [65],
[66]. A sonlu oldugunda bu bir teoremdir ve kolayca kanitlanir. Sorun A
sonsuz oldugunda baglar ve aksiyomun kurucu olmamasi ayr1 bir derttir:
Aksiyom f’nin wvarligine ileri siirer, ama tanimins vermez! Buradaki zor-
luk f’yi A kiimesinin sonsuz olmasi durumunda gercekten herkesin ondan
ayni seyi anlayabilecegi bir bicimde bir kime olarak verebilmektir, dd. ku-
ramamazen bir @ formili yardimayla bu kiimeyi tanimlayabilmeliyiz. i§te bu
genelde miimkiin degildir ve aksiyom bize bdyle bir ¢ vermez, sadece onun
varligini ileri siirer. Yine bunu sevilen ¢orap veya bilya 6rnegiyle aciklamaya
caligalim. Her n dogal sayisina karsilik bir b,, beyaz bilya ile bir s, siyah
bilya igeren iki 6geli bir A,, kiimesi verilmig olsun. A := {A, |n € N} ol-
mak tizere f := {(An,sn) | An € A} olarak tammlandiginda kendisinden
herkesin ayni geyi anladigy bir f : A — |JA fonksiyonu her A, € A
icin f (Ay) € A, olacak bigimde tanimlanmigtir. Simdi her n € N igin iki
siyah bilya iceren iki 6geli A} kiimeleri verilmig ve A* := {Af |n € N} ol-
sun. Bu durumda kendisinden herkesin ayni seyi anlayacag: ve her A} igin
g (A}) € A% kosulunu sagalayan bir g : A* — | J A* fonksiyonunu kimeler
kurama dilinde tanimlamay1 deneyiniz.

Se¢gme Aksiyomunun gercekten bir aksiyom olmasi gerektigini ona esdeger
ancak hi¢ de agikar olmayan bagka 6nermeleri tanidigimizda anlariz. Sadece
Se¢gme Aksiyomu kullanarak kanitlayabildigimiz ¢ok énemli teoremler var.
Ornegin, her vektor uzaymin bir bazi oldugunu, Hahn-Banach Teoremi'ni,
Lebesque olgiilemez kiimelerin varligini, kompakt uzaylarin carpim uzay-
larinin ¢arpim topolojisiyle yine kompakt oldugunu vb. ... gibi her biri ¢ok
onemli teoremler ancak se¢cme aksiyomu kullanilarak kanitlanabilmislerdir.
Yine Se¢cme Aksiyomu ile kanitlanan Banach-Tarski paradoksuna gore R?
uzayinda birim kiire besg ayrik parcaya o sekilde boliinebilir ki bu pargalar
izometrik dontistimlerle bir araya getirilerek ikisinden yeni bir birim kiire
ve diger iiciinden bir bagka bir birim kiire yapilir®.

5Yine [36]’daki espirili anlatimla, elbette Banach ve Tarski boyle bir seyi kanitlamamislardir.
Kanitlamisg olsalards ilk yapacaklar: sey bu ¢aligmay: yayinlamak yerine dogru bir kuyumcuya gi-
dip, tekrar tekrar bir altin kiireden iki altin kiire yaptirmak olurdu! Ancak onlar bu teoremi



28 1. CANTOR KUMELER KURAMININBAZI ACMAZLARI

Aslinda pek tartigilmasa da en az Se¢gme Aksiyomu kadar sorunlu bagka
bir alsiyomumuz vardir. Bize herhangi bir A kiimesi verildiginde onun tiim
altkiimelerinin P(A) ile gosterdigimiz bir kiime olugturdugunu varsayariz,
dd.

PA)={X|X C A}

ile A kiimesinin gii¢ kiimesinin tammlandigini varsayariz. Ik bakigta
P(A)nin 6gelerinin neler olduklar: net olarak belirtildigi i¢in bu tanim ku-
rucu olarak goriinenbilir. Ancak ileride 6grenecegimiz gibi A'nin sonsuz ol-
masi durumunda 6gelerinin biiyiik cogunlugu bizim i¢in hep karanlikta kala-
caktir, dd. ile onlar1 kuramimizin bir ¢ formiilii ile tanimlama gsansimiz asla
olmayacaktir. Kiimelerin biiyiiklerinin bagini alip gitmesinin kaynaginin bu
varsayim oldugunu goérecegiz.

1.4 BAZI ACMAZLAR

Asgagida baz1 agmaszlar verecegiz. Bunlarin bir kismi dogrudan kiimeler ku-
rami acmagzlar: iken digerleri dilbilimsel agmazlar, mantik agmazlar1 ve ya-
pay acmazlar olarak adlandirilabilirler. Ik dort acmaz dogrudan kiimeler
kuramina iliskindir. Degisik 6nermeler secerek derleme aksiyomu yardimiyla
baz1 kiimeler tanmimlayacagiz. Ancak her defasinda bizi bir agmaz bekleye-
cektir. Tlk iki agmaz: tartigirken kiimeler kuramindan baz bilgileri kanitsiz
kullanacagiz, iigiinciisii igin highir bilgiye gerek yoktur.

1. Cantor’un “Tiim Kiimelerin Kiimesi” Ag¢maz1 (1899) : ¢(z)
olarak x = x 6nermesini alacagiz. Derleme aksiyomuna gore bir

U:={z|z=a} (1.3)

kiimesi vardir. Her x matematiksel nesnesi icin x = = dogru oldugundan
bu U kiimesi tami tamina bizim matematik evrenimizdir . Simdilik su
iki bilgiyi kabullenelim: (a) M herhangi bir kiimeyse P (M) gii¢ kiimesi M
"den daha giiglidiir, dd. M ’den P(M) ’ye birebir bir déniigiim vardir ama
birebir lizerine bir dontigiim yoktur. Bu Cantor teoremi olarak bilinir ve ile-
ride kanitlayacagiz.(b) Higbir kiimenin herhangi bir altkiimesi ondan daha
gliclii olamaz. Simdi bu bilgileri U evrenimize uygulayalim. Her kiime evre-

nimizin bir altkiimesidir, dolayisla P(U) kiimesi U evrenimizin bir altkiime-
sidir ve ondan daha gii¢lii olamaz; diger yandan Cantor Teoremi’ne gore ise

gercekten kanitladilar ve kuyumcuya gitmediler, ¢iinkii bu teorem kurgusal degildir. Kurgu-
sal olsaydi bile matematigin R3 uzaymin bu paradoksun kanmitindaki iglemlerini bizim gercek
diinyamizdaki bir altin kiireye uygulama sansimiz olamazdi!
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daha giiglidiir. Bu bir geligkidir!! U bir kiime olamaz! Ayrica U bir kiimeyse
U € U olmaldr.
2. Cantor (1895) ve Burali-Forti (1897)% “Sira Sayilar1 A¢maz1”
: Bu acmazi tartisabilmek icin ileride 6grenecegimiz birkag bilgi gereklidir.
Sira sayilar1 6zel bir takim kiimelerdir ve kendi aralarinda bir < siralamasi
aciklanmigtir 6yle ki a ve (8 sira sayilarn icin o < [ bagmntisi a € f
bagintisiyla eg anlamhidir. Srs ile tiim sira sayilarinin derlemini gostere-
lim , dd.
Srs := {z |z bir sira sayisidir}. (1.4)

Srs bir kiimeyse bir sira sayis1 olacagi kanitlanir. Bu bilgiler bir agmaz
elde etmemiz icin yeterlidir. Srs bir kiime ise Srs € Srs olur ve bu bize
Srs < Srs geligkisini verir. Dolayisiyla Srs bir kiime olamaz!

3. Russell” A¢gmazi (1903) : Hicbir 6n bilgi gerektirmedigi icin agmaz-
larin en bilinenidir. Matematikte kargilagdigimiz kiimeler kendilerinin ogesi
degildirler, dd. = ¢ x; bu tipten kiimelere iyi, x € x ise x kiimesine kdti di-
yelim. Derleme aksiyomunda 6nerme olarak “z ¢ x” alarak

R:i={z|z ¢ x} (1.5)

kiimesini olugturalim. Simdi soru gu: R iyi midir yoksa kotii miidiir? R'nin
tammmindan dolay: her x kiimesi i¢gin € R<=-x ¢ z olacaktir. Burada z
olarak ozellikle R alirsak R € R<=R ¢ R elde ederiz!! Sozlerle: R ancak
ve ancak kotii ise iyidir. Bu elbette bir celigkidir.

4. Temelli Kiimeler Kiimesi: Bir X kiimesinde bir (x;,)nen dizisi
..ExETIEXYE X

olacak bicimde bulunabiliyorsa X kiimesi temelsizdir , aksi halde te-
mellidir diyelim. 7T ile tiim temelli kiimelerin kiimesini gosterelim. 7 'nin
temelli olup olmadigini arastiralim.

Varsayalim ki 7 bir temelli kiime olsun, dd. 7 € 7T olsun. Her n € N
icin t, := 7 olarak tamimlarsak ... € to € t; € tg € T elde ederiz. Bu ise
T kiimesinin temelsiz, dd. 7 ¢ T olmasi demektir.

Simdi 7 ¢ T oldugunu varsayalim. Bu durumda ... € ts € t1 € tg € T
olacak bigimde 7’de bir (¢,) dizisi bulabiliriz. Ancak ty € T bize ty’in

6Cesare Burali-Forti (13.8.1861, Arezzo - 21.1.1931, Turin). Doktorasimi 1884 te Pisa Universi-
tesinde yapt1. Esas ilgi alan1 vektorel analiz ve dogrusal doniigiimlerdir. 1894-96 aras1 Peano’nun
asistanligini yapt1 ve bir slire onun ¢aligmalarini tanitmaga calisti.

"Bertrand Arthur William Earl of Russel (18.5.1872, Ravenscroft (ingiltere) - 2.2.1970, Plas
Penrhyn (Wales)). Cambridge’te Matematik ve Sosyalbilimler egitimi gordii. Degisik iilkelerde
caligti. 1950 Edebiyat Nobel 6diiliinii kazandi. En 6nemli eseri hocasi Alfred North Whitehead ile
yazdig1 Principia Mathematica’dir. Celigkisiz bir kiimeler kurami i¢in Tipler Kuramim geligtirdi.
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temelli oldugunu soylerken ... € to € t; € ty bize ty'in temellsiz, dd.
temelli olmadigini soyler. Bu bir geligkidir ve 7 € T olmahdir. Sonugta
yine T € T <= T ¢ T celiskisine ulagtik.

Az sonra tartigacagimiz Richard, iist oyun ve 8. agmazlardaki bir nok-
tay1 belirtmekte yarar vardir. Bu agmazlarda sirasiyla “sonlu kelimeyle
tanimlanabilen ondalik say1”, “sonlu oyun” ve “dogal sayilara iligkin 6zellik-
ler” gibi kavramlarla kargilacagiz. Herhangi bir donemde tanimlayabilecegi-
miz sayilar, oyunlar veya ozellikler elbette o donemdeki bilgi birikimimiz
ve yeteneklerimize bagh olarak degisgir. Bu agmazlar: tartigirken bu belirsiz-
ligi yok sayip tiim tanmimlarin neler oldugunda uzlagtigimizi varsayacagiz.
Onemli olan ve vurgulanmak istenen bu kosulda bile kargimiza a¢mazlarin

cgiktigadir.

5. Richard Ag¢gmazi: Herhangi bir dilde, 6rnegin Tiirkcede sonlu sayida
kelimeyle tanimlanabilen ondalik sayilarin kiimesine M diyelim. Diller sonlu
sayida kelime igerdiklerinden M kiimesi sayilabilir bir kiimedir, dd. ile bu
kiimenin elemanlarini mq, mo, ms, . . . olarak numaralayabiliriz. m; sayisinin
n. ondaligin1 my, ile gosterelim. Simdi sonlu kelime kullanarak n. ondalig
ppn, olan bir p sayisi tanimlayacagiz. “ p ondalik sayis1 0 < my, < 8 ise
DPn = Mpp + 1 ve myy, =9 ise p, := 07 olarak tanimlansin. Her n € N igin
Pn # Mpy oldugundan p # m,, olur. Bu ise p ¢ M demektir. Diger yandan
p sayist sonlu sayida kelime kullanarak tanmimlanmigtir ve p € M’dir. Bu
bir celigkidir.

5*. Russell: Richard agmazini Russell’e uyarak su sevimli gekle donitistii-
relim. “ng, Tiirkcede onsekizden az sozciikle tanimlanamayan dogal sayila-
rin en kiicligli olsun.”. Tiirkgede sonlu sayida sozciik bulundugundan en
fazla 17 sozciik kullanarak tanimlayabilecegim dogal sayilar sonlu tanedir.
Taniminda en az 18 sozciik kullanilan m dogal sayilarinin M kiimesi bog
degildir ve ng gibi bir en kiigiik 6gesi vardir. ng € M oldugundan taniminda
en az 18 kelime kullanilmigtir. Diger yandan yukarida icindeki tiimceyle
bu say1iy1 onsekizden az sozciikle tanimlamis olduk!

W

6. Ust Oyun A¢mazr: s (z) ozelligi “z, iki kisilik sonlu bir oyundur” ol-
sun. Burada sonlu oyundan, beraberlik de dahil olmak iizere sonlu hamlede
tamamlanan oyunlar anlagilacaktir. S := {z|s (z)} ile sonlu oyunlar kiime-
sini tamimlayalim. Kullandigimiz dil hangi dil olursa olsun sonlu sayida
kelime icereceginden ve her oyunun anlatimi yine sonlu sayida kelime ile
yapilacagindan S kiimesi sayilabilir bir kiimedir.

Ac¢maz1 6ne ¢ikarmak icin, daha 6nce de soyledigimiz gibi tiim mizik-
malarin 6ntinti keselim. Kullandigmiz dilin alfabesindeki her harf, her nok-
talama imi ve birakilan her bogluk bir birim olarak alinsin. Oyunlarin an-
latimina da bir iist sinir koyalim. n yeterince biiytik bir dogal say1, 6rnegin
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on milyar olsun. Bu durumda ic¢indeki birim sayisi < n olan anlamli an-
lamsiz tiim metinler sonlu sayida olacaktir. Bunlardan oyun olanlar da
sonlu sayida olacaktir. Baz1 oyunlar uzun siirebilir, ancak ilke olarak bir
oyun ya sonludur ya da degil. Bu oyunlardan sonlu oyun olanlar da belir-
lenmis olsun. Boylece elimizde sonlu oyunlardan olugan iyi tanimli sonlu S
kiimemiz olacaktir.

Simdi bir A tist oyununu su sekilde tanimlayalim: Birinci oyuncu ilk ham-
lesinde S kiimesinden bir oyun secer, ikinci oyuncu ilk hamlesinde secilen
bu oyunu baglatir. h oyunun anlatimindaki birim sayisi1 acikca < n kogulunu
saglar. Eger h ¢ S ise ilk oyuncunun segtigi oyun sonlu oldugundan h de
sonlu olur, dd. h ¢ S = h € S . Simdi h € S olsun. Bu kez ilk oyuncu h
oyununu secebilir. Ama ikinci oyuncu da h oyununu, sirasi gelen her oyuncu
stirgit A oyununu secebilir. Bu durumda artik h sonlu bir oyun degildir, dd.
h ¢ S olur. Yani h € S = h ¢ S ve sonugta h € S <= h ¢ S olur.

7.Weyl’in Kisir Dongiisii [61]: Bu 6rnegi 5. ve 6. agmazlar fazla sozel
bulanlar igin verecegiz. N* := N\ {0} da iki islem tanmmmlayalim. O;(n) :=
n+ 1 ve Oz(n) := 2n. 1 ile baglayip bu iglemleri herhangi bir sirada en
fazla dort kez uygulayarak elde edilemeyen en kii¢iik dogal sayiya a diyelim
(N*nin bogtan farkli her altkiimesinin en kii¢iikk 6gesinini bulundugunu
biliyoruz). Ornegin

01(01(1)) = 01(2) = 3,
01(02(02(01(1)))) = 01(02(02(2))) = 01(02(4)) = O01(8) = 9.

Bu sekilde elde edilen sayilarm {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,12,16} oldugu ko-
layca goriiliir. Dolaysiyla a = 11 ’dir. Simdi olaya yeni bir R iglemi ka-
tacagiz.

e R(n)sayisi, O1, 02 ve R 'nin kendisi de kullamlarak en fazla n adimda
elde edilemeyen dogal sayilarin en kii¢iigii olsun.

Simdi b sayis1 O1,03, ve R iglemleri herhangi bir sirada en fazla dort
kez kullanarak elde edilemeyen dogal sayilarin en kii¢iigii olsun. b sayisini
bulmay1 bir deneyiniz!

8. Anlam Belirli Kavramlarin Kaplam Belirsizligi [59], [60], [61].
M herhangi bir kiime ve ¢ bu kiimenin ogelerine iligkin bir 6zelllikse, M
kiimesinin bu 6zellige sahip 6gelerinin kiimesini My, ile gosterelim.

Simdi N dogal sayilarima iligkin tiim 6zelliklerin kiimesi My ile gosteril-
sin. My := {¢| ¢ dogal sayilara ilgikin bir ozellik}. My kiimesinin 6gelerine
dogal sayilara iligkin 0. tipten ozellikler diyelim. M; := {¢' | o', My kiime-
sinin ogelerine iliskin bir ézellik} olsun, dd. ¢! 6zelliklere iligkin bir 6zel-
liktir ve bunlara 1.tipten Gzellikler denir. Ornek vermek gerekirse ¢g(z),
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“r gifttir 7, ¥i(p), “N, sonsuzdur”, dd. “sonsuz g¢oklukta dogal say1 icin
¢(z) dogrudur” ve 11 () ise “N,, kiimesinde tam bir tane asal say1 vardir”
olsun. Acikga ¥ (o) ve 13 (po), dd. ¢ 6zelligi 1, 13 Szelliklerine sahiptir.
Simdi My’da olmayan dogal sayilara iliskin yeni bir 6zellik tanimlayacagiz.
P! € M keyfi secilsin. Bunun yardimiyla 1y soyle tanimlansin:

Yo(x) 4= 3p € My (p(x) AV (9)).

Sozlerle soylersek: x dogal sayisinin tanim geregi vy 6zelligine sahip olmasi
igin gerek ve yeter kosul bu 6genin sahip oldugu en az bir ¢ € My 6zelliginin
! 6zelligine sahip olmasidir. Elbette 1)y dogal sayilara iliskin bir 6zelliktir,
ancak tanim ¢idm My kiimesini kullandigy igin g ¢ Mp! 1y 6zelligi higbir
p € My ozelligi ile anlamsal esit olamaz, ancak bazi ¢ € My ozellikleriyle
kaplamsal esit olabilir, dd. Ny, = N, olabilir; ancak bu bagka konudur.
Boylece dogal sayilara iligkin tiim Ozelliklerin derlemi olan My kiimesi kesin
belly bir kavram degildir ve bizi celigkiye gotiirmektedir.

9. Yalanci Agmazlar:: Once ige bazi tammlarla baglayalm. Yalancilar
her s6yledigi yanls olan kimseler olsunlar. Bu tamimla yalanct olmayan bir
kisi en az bir kez dogru sdyleyen birisidir, her soylediginin dogru olmasi
gerekmez ve arada yalan sOyleyebilir. Bir 6nermenin dogrulugu bizi bir
celigkiye gotiirdiigli gibi, yanhiglig1 da bir celigkiye gotiiriiyorsa oniimiizde
bir tam a¢maz var diyelim. Bu iki durumdan sadece birinde bir celigkiye
ulasiyorsak bir yar: agmaz s6z konusudur diyelim. Bu tanimlar 1s181nda,
tam agmaz olarak bilinen bazi yalanci agmazlarinin gergekte bir yar: agmaz
oldugunu gorecegiz.

a) Giritli bir filozof olan Epimenides bir giin “Bitin Giritliler yalancidir”
der. Bu 6nermeye p diyelim. Eger Girit’te bir tek Epimenides yagiyor olsaydi
soyledigi s6z “Ben yalanciyym” sdylemine doniistirdii ki bunu b) sikkinda
tartigacagiz. Girit’te birden fazla insan yagadigini varsayalim. p dogru ol-
sun. O zaman biitiin Girit’liler yalancidir ve Epimenides de bir Girit’li
oldugundan, o da bir yalancidir. Dolayisiyla soyledigi yanhstir. Oyleyse —p
dogrudur ve bir celigkiye ulagtik. Simdi p yanhsg, dd. —p dogru olsun. O
zaman tiim Giritliler yalanci degildir. Ornegin Epimenides yalanci olma-
yabilir, ancak “Biitlin Giritliler yalancidir” derken yalan soyliiyor olabilir.
Veya yalanci olmayan bir Giritli vardir, ancak Epimenides yalancidir ve
yalan soyliiyordur. Bu durumda bir celigki yoktur. Bir yar1 agmazla kars:
karsiyayiz.

b) Simdi p 6nermesi “Ben yalanciyim” olsun. p dogru olsun. O zaman
ben bir yalanciyim ve her soyledigim yanligtir. Bu soyledigim de yanligtir ve
ben bir yalanci degilim, dd. —p. Bir geligkiye ulagtik. Simdi p yanhg olsun.
O zaman ben bir yalanci degilim, ancak “Ben bir yalanciyim” derken yalan
sOyliiyor olabilirim. Bir geligski yok ve bir yar1 agmaz var.
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c) p 6nermesi “Su an yalan séyliyorum” olsun. p dogru ise su an yalan
sOyliiyorum ve sOyledigim dogru degildir, yani su an yalan sdylemiyorum.
p dogru ise —p dogrudur ve bu bir ¢eligkidir. Simdi p yanhs, dd. —p dogru
olsun. O zaman gu an sodyledigim, ki bu p dir, dogrudur. Yine celigki! Tam
bir agmazimiz var.

10) Mantik A¢mazlar::

a) p onermesi “p yanhstur” olsun. Bu durumda p Onermesi dogruysa
yanlig, yanligsa dogrudur. Bir tam celiskimiz var.

b) p; 6nermesi “ps yanhstir”, pa 6nermesi ise “p; dogrudur” olsun. Yine
kolayca p; <= —p; ve pa <= —p2 oldugu goriiliir ve tam bir agmazla
kargt karsiyayiz. Bu acmazi sevimli bigimlere doniistiirebilirsiniz. Ornegin
elinize bir kagit tutusurtuluyor. Kagidin bir yiiziinde: “Arka tarafta yazilan
yanligtir” yazihidir. Kagidi gevirdiginizde su tiimceyle karsilagiyorsunuz: “Ar-
ka tarafta yazilan dogrudur”. Bu durumda herhangi bir taraftaki yazilanin
dogru oldugundan yola cikarsaniz yanlig oldugunu, yanlis oldugundan yola
¢ikarsaniz dogru oldugunu ¢ikarirsiniz. Veya giindelik yagsamda karsilasila-
bilecek bir duruma doniigtiirelim. Ali ve Veli davali olsunlar. Ali hakime
“Veli dogru soylemiyor”, Veli ise hakime “Ali dogru soyliiyor” dediginde
hakim hicbirinin ne dogru soyledigine ne de yanlig soyledigine karar vere-
mez!

11) Yapay Ac¢mazlar :

a) Egkenar Dik I"Jggen: Bir dik acili iggene kenarlar1 birbirine egitse
eskenar dik licgen diyelim. Bize dik kenarlari a, b ve hipoteniisii A olan bir A
eskenar dik tiggeni verilsin. Pisagor Teoremi'nden dolay1 h > a, A egkenar
dik tiggen oldugundan ise h = a olur ve bir celigkiyle kars: karsiyayiz.

b) Berber A¢mazi: Bir adada bir berber bu adada kendi kendini tiras
etmeyenleri tirag ediyor. Bu berberi kim tiras eder? Bu berber kendi kendini
tiras ediyorsa kendini tirag etmemesi gerek; kendi kendini tirag etmiyorsa,
kendini tirag etmesi gerek ve bir agmaz var!

c) Finsler A¢gmaz [22]: Bir smfta tahtada 0,1,2,3 sayilar1 yazili ol-
sun. Ogretmen ogrencilerine “Tahtada yazili olmayan dogal sayilarm en
kiiciigii”niin ka¢ oldugunu sorsun. Yanit net olarak 4 olacaktir. Simdi tah-
tada 0,1,2,3 rakamlari ile “Tahtada yazili olmayan dogal sayilarin en kiicii-
gli” yazili olsun. Tahtaya bu verilerle bir takim belirlenmis dogal sayilarin
yazildigim varsayacagiz. Soru gimdi kisaca sudur: 4 tahtaya yazilmig midir?
4 tahtaya yazilmigsa ancak bu tiimceyle yazilmigtir. Bu tiimce ise tahtaya
yazili olmayanlarin en kiigiigiinii belirliyor, 6yleyse 4 tahtada yazili olamaz!
Simdi 4 tahtaya yazili olmasin. Bu durumda tahtaya yazili olmayan dogal
sayilarin en kiictigii 4 ’tur. Diger yandan tahtaya yazili bu tiimce tahtaya
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yazili bir say1 belirler ve acik¢a belirttigi gibi bu say1 4 olmalidir. Burada
bir c¢eligki var madir?

1.5 ACMAZLARIN TARTISMASI

Bir tek celigkinin bile kurami tiimiiyle ¢okerttigini, artik o kuramin biitiin formiille-
rinin bir teorem oldugunun kolayca kanitlanacagim biliyoruz. Oyleyse celigkilerden
kurtulmaliyiz.

Tim bu agmazlara kargin kiimeler kuraminin iglerimizi kolaylagtirdigini ve bii-
yiik bir kisminin dogru oldugunu biliyoruz. Diger yandan a¢mazlar var ve bu
gegistirilemez. Bu gibi durumlarda kurami tiimiiyle ¢ope atabilir veya geligkilerden
arinmak icin gerekli ayarlamalar1 yapabiliriz. Genelde ikinci yol izlenir.

Kesin olan bir gsey varsa kullandigimiz mantik veya kuramimizin aksiyomlar
degigtirilmeden celigkilerden kurtulamayacagimizdir. Mantikta veya aksiyomlarda
veya her ikisinde de degisiklikler yapmak zorunda kalabiliriz. Bir grup arastirmac,
ornegin Russell, Konig, Brouwer, Poincaré ve Weyl mantiksal temel yapiy1 yeni-
den elegtirel bir bicimde ele alip tiim kesin bilimleri yeniden saglam bir temele
oturtmay1 amag edindiler. Bu arada matematikte kendi payina diigeni alacak ve
bilinen g¢eligkilerinden kurtulacakti. Aralarinda Zermelo, Fraenkel, Schonfiels, Ne-
umann ve Godel’in bulundugu bir diger grup mantiga dokunmayip kiime kav-
ramimi ve 6zellikle Cantor’un derleme aksiyomunu mercek altina aldilar. Her iki
grup da, her seyden 6nce derleme aksiyomunda kullanilacak ¢(x) énermelerinin
veya Ozelliklerinin neler olacagi ve nasil tanimlanacaginmi acikliga kavugturmak zo-
runda kaldilar. Her ne kadar dogrudan kiimeler kuraminin geligkileriyle ugragmasa
da matematigin mantiksal temelleri ve yeniden yapilandirilmasi iizerindeki 6nemli
caligmalaridan dolay1 Hilbert’i de bu arada anmak zorundayiz. Sezgicilere kars: 6n
safta onu gérmekteyiz.

Ik dért acmaz dogrudan kiime kuramma iligkin acmazlardir. Algila-
yabildigimiz ve diisiinebildigimiz her seye nesne deyip bunlardan belli bir
ozellige sahip olanlarin biitiiniinii birlikte bir biitiin olarak diigiindiik ve
bu biitiine kiime dedik. Sonra bunlarla belli iglemler yayip yeni kiime-
ler olusturacagimizi varsaydik. Bunlar bizi agmazlara gotiirdi!. Oyleyse
bir geylerden vazgecmek gerekecektir: Ya herhangi bir 6zelligin bir kiime
tanimladigl varsayimindan, ya da kiime iglemlerini kisitlamasiz kullanmak-
tan vazgegecegiz veya her ikisine de bazi kisitlamalar getirecegiz. Ik dort
acmazda bir ortak yan U, Srs, R ve T ’nin bagimsiz tanamlaria tanimlanmisg
olmalaridir. Bu siniflarin tamiminda sema hep “p(z) ozelligine sahip tim
x nesnelerinin kiimesi” bigimindedir. Burada = 6geleri énceden varlig: ga-
ranti edilmisg ve bagimiza dert agcmayan bir kiimeden secilmiyorlar, béyle bir
kiimenin varhgindan bagimsiz olarak tammmlaniyorlar. Aslinda ¢(x) zelli-
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gine sahip x ogelerini derleyerek bir S, derlemi olugturmanin mantiksiz
bir yan1 yoktur. Ancak baz1 ¢ oOzellikleri i¢in S, derlemlerini bir kiime
olarak diiglinmenin bizi agmazlara gotiirdiigiinii gordiik. Bu agmazlar bize
bagimsiz tanimlarda daha dikkatli olmamiz ve derlenen coklugun bir kiime
olugturup olugturmadigim kanitlamamiz_gerektigini ogretirler, ancak on-
lar1 yok sayma hakkim bize vermezler! U, Srs, R ve T derlemleri varder,
acmazlarimizda vardir. Tzlenecek iki yol var: ya kuramin aksiyomlarini ac-
mazlar: ortadan kaldiracak bicimde degistirirsiniz, ya da bu derlemleri kiime
olmayan bagka tiir nesneler olarak kurama eklersiniz. Ikinci durumda bu
nesnelerin kiimelere iligkin tiim 6zelliklere sahip olmasi beklenemez. Bu
acmazlarin bir bagka ortak ozelligi ise agagida aciklayacagimiz dongiilii ta-
nimlardan sonra daha iyi anlagilacaktir.
Tanimlarimizin genel semasi

tanamlanan = tanymlayan, veya tamimlanan <= tanimlayan

bicimindedir. Burada dikkat edilecek sey tamimlananin tamimlayanda ol-
mamasider. Tanimlanan her nesne veya bagimt1 elenebilir, dd. kendisini
tanimlayanla degisirildiginde ortadan kaldirilabilir olmalidir.

Her seyden once tammlarda uymamiz gereken seyler var. Ornegin a ve
b gibi iki nesne veya iki kavram tanimlamak istiyor ve a’nin taniminda
b’yi ve b’nin taniminda a’y1 kullaniyorsak bir dongilii tanimla kars:
kargiyay1z demektir ve bu bizi acmazlara gétiirebilir. Ozel olarak a = b
ise 6z dongiilii veya 6z atifli diyecegimiz bir tamim karsimiza cikar.
R, U, Srs ve T derlemlerinin ok biiyiik olmalar1 diginda bir ortak 6zellikleri
daha vardir. R € R varsaydigimiz an R nin tanimi 6z doéngiili olur. U €
U, Srs € Srs ve T € T varsaydigimizda benzer bigimde U, Srs ve T 'nin
tanimlar1 da 6z dongili olur.

Diger agmazlara degisik acidan yaklagilmigtir. Bu yaklagimlar su bagliklar
altinda toplanabilirler: iyi tanmimli olma, anlam belirli kaplam belirsizlik,
dongiili tanmim, yliklemsel tanim, olusum halinde kiime ve nesnedili - s6ze-
dendil ayrimi. Simdi list oyun agmazina bu pencerelerden bakalim.

Uciinciiniin olmazhg ilkesi altinda h oyunun S’de olup olmadigina karar
veremedigimize gore S ¢oklugu iyi tanimli degildir: Dolayisiyla Cantor’a
gore onun kuraminda S bir kiime degildir.

“Sonlu oyun” kavrami anlamsal belirlidir, ancak kaplamsal belli degildir.
Siz “Iste tiim sonlu oyunlar bu S kiimesinin 6geleridir” dediginiz an tanimla-
digimiz h iist oyunu yeni bir sonlu oyun olmak zorundadir. Gergekten de
birinci oyuncu ilk hamlesinde S kiimesinden bir sonlu g oyunu seger ve
ikinci oyuncu bu sonlu g oyunun baslatir ve bu oyun ise sonlu adimda
biter. Oyleyse h bir sonlu oyundur ve h € S olamaz! Ciinkii daha 6nce
tartigtigimiz gibi h € S varsaymak h ¢ S geligkisini verir.
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Simdi sezgicilerin bir yaklagimim ele alacagiz. S kiimesi asla tamam-
lanmis bir kiime degildir, olusum halinde bir kiimedir. Daha rahat tartigabil-
mek i¢in daha once yaptigimiz gibi oyunlarin birim sayisina bir kisitlama
koymayalim. Simdi diyelim ki p1, pe, p3, p4 oyunlar: sirasiyla pisti, poker,
tavla ve satrang oyunlar: olsunlar. Sy := {p1, p2, p3, pa} olsun. Simdi h; st
oyunu “Birinci oyuncu Sgp’dan bir oyun secer, ikinci oyuncu secgilen oyunu
baglatir” olarak tamimlansin. Kuskusuz hy ¢ Sp ve hq bir sonlu oyundur.
Sy := SpU{h1} olsun. Simdi tiimevarimla S,, ve h,41 tanimlanacktir. S,_1
ve h, tamimlanmis olsunlar. S,, := S,_1 U {h,} olsun ve h,; ise “Birinci
oyuncu Sy’den bir oyun seger, ikinci oyuncu segilen oyunu baglatir” ola-
rak tamimlansin. Kuskusuz h,+1 ¢ S, ve h,y1 bir sonlu oyundur. Ayrica
Sp C 81 C Sy C --- kesin artan bir dizidir. Tiim sonlu oyunlarin kiimesi asla
tamamlanamaz. Cinki tanimlanabilir sonlu oyunlar, simdiden tanimlamis
oldugumuz sonlu oyunlarla degisirler.

h € S varsaymak h oynunun tanimini déngilii yapar: Ciinkii bu durumda
S kiimesinin taniminda A oyununu ve h oynunun taniminda ise S kiimesini
kullanmig oluruz ve bu bir dongiilii tanimdir. A¢maz izin verilmeyen bir
tanim kullandigimiz i¢in olugmustur.

Ust oyun acmazinda bir noktanin altim cizmekte yarar vardir. Celigki
ancak h € S varsaydigimizda vardir. h € S varsaydigimizda S kiimesi-
nin h 6gesini S kiimesinin tim 6gelerini kullanarak tanimlamig oluruz. Bu
tlir tamimlara yiliklemsel degildir denir. Tanimlarin yiiklemsel olmasini
istersek iist oyun acmazindan kurtuluruz.

Ac¢mazi nesnedili ve s6zedendil baglaminda tartismak icin énce bunlarin
ne olduguna deginecegiz ve bu agmazi tartigmak yerine olay1 daha iyi kav-
rayacagimiz 5* acmazini tartigacagiz. Olay1 ve 6nemini en iyi bigimsel ku-
ramlarda anlariz.

Bir bi¢imsel kuram, hicbir imine bir anlam yiiklenmemis, belli kurallarla
bagta verilen ve kuramin ilksavlary (aksiyomlari) denen belli olusumlardan,
kuramimizin gegerli 6nermeleri veya teoremleri diyecegimiz yeni olusumlar
elde ettigimiz bir oyun olarak diigtiniilebilir. Sevilen bir benzetme sat-
ran¢ oyunudur. Nesnelerimiz satrang tahtasi ve figiirlerdir. Formiillerimiz
figlirlerin tamaminin veya bir kisminin satrang tahtasina dizilmesi ile elde
edilen diziliglerdir. Bu formiillerden bir kismi kuramimizin aksiyomlar: ola-
rak secilirler. Kuramimizin amaci sonlu sayida ¢ikarim kurallar: yardimiyla
aksiyomlardan yola gikarak ulagabilecegimiz formiilleri bulmaktir: Bu tiir
formiillere kuramimizin teoremleri veya gecerli 6nermerleri denir.

Her bigimsel kuramin nesnedili denen bir kendi dili, bir de o kuramdan
bahsederken kullandigimiz sézedendili (veya metadili ) vardir. Ornegin
satrang oyununun dili satrang tahtasi ve figiirlerden olugur. Yine her ku-
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ramin kendi dilinde ifade edilen kendi 6z teoremleri bir de o kuramin te-
oremi olmayip, ondan bahseden s6zedenteoremler (veya metateorem-
ler ) vardir. Bunlar biribirinden ayirmak ¢ok énemlidir. Satrang oyunun
bir tek aksiyomu vardir, o da figiirlerin baslangic dizilisidir. Cikarim ku-
rallarimiz figiirlerin oynama kurallaridir. Gegerli 6nermelerimiz kurallara
uygun olarak oynanan oyunlarda karsilagtigimiz diziliglerdir. Ama satrang
oyununa iligkin, bu oyunun formiilleri olmayan énermeler de vardir. Ornegin
“ Hig bir zaman satranc tahtasinda 10 tane beyaz kralige olmaz”, bu oyun
hakkinda bir 6nermedir, dogrudur. Bu 6nerme satrang oyunu kuraminin di-
linde ifade edilmemigtir ve satranc¢ oyunun bir teoremi degildir ve kanit1 bu
oyunda verilemez. Bu bir sézedenteoremdir. Bunun gibi satrang bilmeyen
bir kimseye satrang 6gretirken kullandigim dil ise bir sozedendildir.

Simdi 5* agmazini nesnedili - sézedendil baglaminda tartigalim. ng sayisi-
nin tanimini agmaz: ortadan kaldiracak bigimde degistirip olay1 yeniden in-
celeyelim. “ng, Almancada onsekizden az sozciikle tanimlanamayan dogal
sayilarin en kii¢iigii olsun”. Simdi nesnedilimiz Almanca ve sdozedendili-
miz Tirkce’dir. Almancada, yani nesnedilimizde, dogal sayilari tanimlar
ve tanimlarinda en az 18 sozciik kullanmak zorunda oldugumuz m dogal
sayilarinin M kiimesini olusturabiliriz. Bos olmayan bu kiimenin gercekten
de bir ng en kiigik 6gesi vardir. Buraya kadar bir sorun yoktur. Diger
yandan “ng, Almancada onsekizden az sozciikle tanmimlanamayan dogal
sayilarin en kii¢igii olsun” dersek de bir sorun yoktur, ¢iinkii bu tanim
nesnedilimize degil s6zedendilimize aitttir. Gergekten de ng sayisinin nes-
nedilimiz olan Almancada onsekizden az sozciikle bir tamimi yoktur ama
sozedendilimizde boyle bir tanimi vardir. Ortada higbir agmaz yoktur!

Simdi 5* agmazinin ilk sekline donelim. “ng, Tiirkcede onsekizden az
sozciikle tanimlanamayan dogal sayilarin en kiigiigii olsun.” Burada nesnedi-
limiz Tirkce, ancak sézedendilimiz de Tirkcedir! Kargasa burada baglar
ve acmaz bu dilleri ayirmadigizda kargimiza cikar. Tiirkce nesnedili ola-
rak kullanmilarak az 6énce oldugu gibi dogal sayilarin onsekizden az sozciikle
tanimlanamayanlarinin M kiimesisini olugturabiliriz ve bunun bir ng en
kiigiik 6gesi vardir. Ancak bu tamimlar arasinda “ng, Tiirkcede onsekizden
az sozciikle tanimlanamayan dogal sayilarin en kiiciigi olsun” yer alamaz
¢iinkii bu sozedendilimizde bir tamimdir! Aslinda yine bir agmaz yoktur,
agmaz goriintiisii vardir. Sozedendili nesnedili olarak algilarsak a¢mazla
karsilagiriz. Richard ve iist oyun a¢gmazlarini ayni bicimde iki agsamali ola-
rak tartismamz oneririz. Ornegin 6nce her iki tanimda da nesnedili olarak
ingﬂizce, sozedendil olarak yine Tiirkce seginiz. Boylece S ve M kiimele-
rinin tamminda Ingilizce dili A {ist oyunun ve p sayisin tamminda ise
Tiirkce kullanilmig olur.
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Bir an icin nesnedili ve s6zedendil kavramlarindan habersiz oldugumuzu
varsayip Richard ve iist oyun agmazlarina dénelim ve bagimizi agritan h ve
p Ogelerine yakindan bakalim. Her ikisinde de ortak olan bir sey dikkatimizi
geker: h 0gesi S kiimesi, p 6gesi ise M kiimesi kullanilmadan tanimlanamaz.
Celigki ise h € S ve p € M varsaydigimizda, dd. yiimklemsel olmayan
tanimlar kullandigimizda vardir. Bu gozlem Russell’t su meshur yasakla-
maya gotiirmistir: Hicbir cokluk, salt kendi tizerinden tamimlanan bir dge
iceremez! Ancak yasaklamak ¢ozmek degildir. Hadi Russell’a uyarak h € S
ve p € M olmasini yasaklayalim. iyi de bu 6gelerin tanimina bir diyecegimiz
olamaz. Peki o zaman bu 6gelerin o6zellikleri nelerdir ve hangi kiimenin
ogeleridirler? Bu 6rneklerde yiiklemsel olmayan bu tanimlarin s6z konusu
kiimede olmayan &geler tamimladigimi gordilk. Ancak A C R altkiimesi-
nin maksimumu bulunsun. Bu maksimumun tanmimi da ytiklemsel degildir,
ancak bir a € A dgesini tanmimlar ve hicbir celigki olusturmaz!®

S (veya M) kiimesinin taniminda kullandigimiz nesnediline D ve h (veya
p) 6gesinin taniminda kullandigimiz sézedendile D* diyelim. Richard agma-
zina Richard’in ve Poincaré’nin getirdikleri ¢6ziimiin temel fikri sudur:
M kiimesi, D dilinde tiim s6z konusu m sayilar1 tamimlandiktan sonra
olusturulur. Bu m sayilarinin hicbirinin tanimi M kiimesini kullanamaz.
Buna kargin p 6gesinin tanimi M kiimesini kullanir, dd. p 6gesi farkly bir
dil kullanilarak tamimlanmigtir ve bir agmaz yoktur. h (veya p) 6gesi D*
dilinde tamimlanmig bir sonlu oyundur (veya sonlu sozciikle tanimlanmig
bir ondalik sayidir). A¢maz séz konusu olmadigi gibi h ve p &gelerinin
tanimlar1 da kusurlu degildirler. Dil ayrimi1 yapmaz, Russell yasagina da
uymaz ve p € M olmasina izin verirsek M kiimesinin taniminda p sayisini
ve p sayisinin tamiminda ise M kiimesini kullanmig oluruz. Bu durumda bir
dongii ile kars1 karsiya kaliriz.

Weyl'in kisir dongiisiinii inceleyelim. Elimizde O1 Oz ve R iglemleri var.
Bu iglemleri herhangi bir sirada en fazla 4 kez art arda uygularsak toplam
en fazla 3° + 3! + ... 4 3% = 121 dogal say1 elde ederiz. Bizden istenen
bu sekilde elde edilemeyen dogal sayilarin en kiiciigii olarak tanimlanmig
olan R(4) sayisini bulmaktir . Bu 121 say1 arasmda 6rnegin R(O3(1)) =
R(0O2(02(02(1)))) = R(8) vardir. R(4) sayisini bulabilmek i¢in R(8) say1sin1

8Bu noktada meslektagim ve oglum Ilgar bu maksimumla diger h ve p &gelerinin dogalarindaki
bir ayrima dikkatimi gekti. M ve S kiimeleri tanimlamaya, olusturmaya galigtigimiz kiimeler ve
problem karsimiza bazi tamimlarla verilmis bir takim 6gelerin, eger iyi tanimlhilarsa bu kiimelere
ait olup olmadiklarina karar verirken gikmaktadir. Digerinde ise wverilmis bir A kiimesi ve bu
kiimenin verilmis bir a € A &gesi vardir. Bizden istenen ise ¢(y) onermesi Vo € A(z < y)
olmak iizere ¢(a) olup olmadigidir. Béyle bir durumda bir geligki s6z konusu olamaz! Ayrica
maxA = a <= a € AAVz € A(z < a) tanmimindan da gorildigiu gibi burada elenebilir bir
tanim s6z konusudur; tanimlanan max A yalmzca sol tarafta yer alir.
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hesaplamak zorunda kaldik. R(8) sayisin1 bulmak icin, tanim geregi R(4)
onceden bilinmelidir. Daha simdiden bu isin i¢inden ¢ikamayacagimiz ke-
sin bellidir. R(8) sayisini bulmak i¢in hesaplamam gereken sayilar arasinda
R(O3(1)) = R(2") = R(128) sayis1 vardir. R(128) sayisim bulabilmek icin
hesaplamam gereken sayilar arasinda ise R(4), R(8) sayilarida bulundugu
gibi R(03?7(1)) = R(2'?") sayis1 vardir ve bu bdyle siiriip gider. Son de-
rece net ve kusursuz betimlenmis R(4) sayisim belirleyemem! Yine gittikge
cetrefillesen dongiiler igeren bir 6z atifli tamimla kars: karsiyayiz.

10.a) “Su an yalan sdylilyorum” a¢gmazinin mantik agmazina dontigtiiriil-
miis seklidir. 10.b)’de ise birbirinin dogrulugu iizerinde uyusmaz séylem-
lerde bulunan iki 6énerme s6z konusudur. Kuskusuz bu mantik agmazlar
bize dongiilii tanimlari animsatmaktadirlar.

Hatanin en kolay goriildiigii kuskusuz egkenar dik ticgen agmazidir. Boyle
bir tiggenin olmadigini, bu kavramin celigkili oldugunu, dolayisiyla celigkili
bir kavramdan yola c¢ikinca her seyin ¢ikarilabilecegini her okuyucu aninda
gormiigtiir. Her ne kadar berber agmazi ilk bakigta bu agmaszla bir benzerlik
gostermese de aym karakterdedir. Once normal olarak bir adada herkesin
tirag olmasi gerekmedigini varsayarsak, ornegin soz konusu berber asla tirag
olmayan biriyse hicbir agmaz kalmaz. Bir agmaz olusabilmesi icin son de-
rece yapay kisitlamar gerekmektedir. Varsaylim ki bu adadaki herkes tirag
olur ve herhangi bir kimse ya siirekli kendi kendini tiras eder, ya da siirekli
berbere tirag olur. Bu durumda bir agmaz var gibi gortiniir. Yine de bir
agmaz yoktur! Az yukaridaki yapay varsayumlar altinda bu adada “kendi
kendini tirag etmeyenleri tirag edenlere berber denir” tanimim yapalim ve
su soruya yanit arayalim: Bu adada en fazla ka¢ berber olabilir? Bu so-
ruya bir yamt aradigimizda bu adada bu tanima uyan bir berber olama-
yacagini goriiriiz. Berber yoksa elbette agmaz da yoktur. Berber agmazinin
ve egkenar dik iiggen a¢gmazinin ortak yanlari celisik tamimlara dayanma-
laridir. Bu tanimlara uyan nesneler yoktur! Bu nedenle bir takim 6zellik-
lere sahip nesneler tanmimladigimizda bu tanimin celigkisiz oldugunu goster-
mek, bunun iginse bu oOzelliklere sahip en az bir nesnenin var oldugunu
kanitlamak zorundayiz.

Finsler agmazinda bir ¢eligki var midir? Hayir! Bu tiimce “agik” olarak
tahtaya yazili olmayan bir dogal say1 tamimlar, diger yandan “kapali(6rtii-
l1)” olarak, kendisi tahtaya yazihi oldugu icin, bu sayimn tahtaya yazili ol-
masini ister. Hicbir says, elbette 4 sayis1 da, birbiriyle celisen bu iki kosulu
saglayamaz ve bu bir celigki degildir. Bu agmazin tartismalarindaki “yanlis
¢ikarim” igte bu kapali savi bagtan igin i¢ine katmayip sonradan katmak-
tan kaynaklanir. Bu tiimceyle 4 kastedilmemigse 4 kastedilmistir, 4 kaste-
dilmigse 5 kastedilmigtir. Bu sekilde bu tiimceyle ne 4 ne de bir bagka sayinin
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tanimlanmadig apaciktir?. Elbette M tahtada yazih dogal sayilarin kiimesi
olsun dedigimizde Cantor icin M iyi tanimh degildir, dolayisiyla bir kiime
degildir. Burada son bir kez vurgulamak istedigimiz sey sorunlarin mutlaka
cok biiyiik ¢okluklarda kargimiza cikmadigidir. Gergekten de M iyi tanimh
olsaydi en fazla beg 6geli olurdu!

Ac¢mazlarin tartismasi bize sunlar1 6gretmistir:

e Her ozellik, sonlu cokluklar da bile derlenemez.
e Derlenebilen her ozellik bir kiime tanimlamaz.

o Sozeden ve nesne dillerini birbirinden ayirmaya ozen gostermeliyiz.
Bunlar: karistirmak bizi yapay acmazlarla kars: karsiya getirbilir.

o Dongiilii ve yuklemsel olmayan tanimlarda 6zenli davranmaly ve ¢elis-
kili tansmlardan sakinmaliyrz. Bagimsiz tanwmlarda ise ozenli olmali-
Y12.

Derlenebilir 6zellikler, kiimeler kuraminin dilinde olusturulan formiiller
olarak tanimlanacaktir. Béylece her geyden 6nce 6z atifli tanimlar1 da elimi-
ne edecegiz. Yine de bir celigkiyle karsi kargiya bulunuyorsak, bu geligki bize
derlenen nesnemizin bir kiime olmayip bir sinif oldugunu animsatmalidir.

1.6 RUSSELL’IN TIPLER KURAMI

Russell ve Withehead’e gore matematik mantigin bir kismader. Bu nedenle
Russell elinden geldigince mantiksal celigkiler olusturdu ve onlarin mantik-
sal yapisina odaklandi. Bu ugraglarinin sonunda celigkilerden armmak icin
uymamiz gereken

Bir onerme fonksiyonu kendisini argiiman olarak iceremez!

kuralina ulagti. Bu mantiksal agmazlar: 6nlemek igin yeterlidir. Matematik-
sel Mantikta ne oldugunu 6grenecegimiz onerme fonksiyonu kavramini bu-
rada tam olarak bilmemize gerek yoktur. Simdilik sonlu sayida degiskenler
igeren o, 1, ¢, . .. gibi bir takim ifadeler oldugunu ve kiimeler kurami s6z ko-
nusu oldugunda bunlar: dogru kilan nesnelerin evrenimizde kiimeler tanim-
ladigini bilmemiz yeterlidir. Farkli 6nerme fonksiyonlari ayni kiimeyi tanim-
layabilirler.

9 Aslinda Finsler “ Su an yalan sSyliiyorum” agmazini da aym kategoriye alir. Ona gore - bu
onermeye ¢ diyelim - ¢ 6nermesi bicimsellestirilemeyen bir 6nermedir. Her 6nerme gibi g 6nermesi
de kendi dogrulugunu oOne siirer. Diger yandan ¢ agikga kendi yanlhighgini savunur. Ortada bir
a¢maz yok yanlig bir 6nerme vardir.
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Onerme fonksiyonlarmdan tammladiklar1 kiimelere gecilirse, bu kural
kiimelerin kendilerini dge olarak icermelerini ve déngili tanimlar: yasak-
lar.

Russell matematikcilere su kurala mutlaka uymalarini 6gtitlemistir: Hi¢bir
cokluk, salt kendi tizerinden tamimlanan bir 6je iceremez!

Bu onlemle elbette celigkiler, bilinen celigkiler 6nlendi. Ancak bu gémlek
matematikcilere dar geldi! Ornegin bu kurala tam olarak uyulmak istenirse,
f : [a,b] — R bir siirekli fonksiyon olmak iizere “m sayisi {f(z)|a <
x < b} kiimesinin minimumu olsun” diyemeyeceksiniz. Higbir matematikci
kendisini bir geligkiye gotiirmeyen bu tiir bir tanimdan vazgecmez.

Russell’a gore bir takim 6geleri derleyerek bir M kiimesi olusturmak is-
tedigimizde, M ’den bagimsiz olarak daha once tanimlanmig 6geleri, bun-
lar1 M ile iligkilendiren ek kosullar eklemeden derlemeliyiz. Bu irdelemeler
Russell1 tipler kuramina gotiirmiistiir.

Basitlegtirerek Russell’in tipler kurami g6yle 6zetlenebilir. Biz nesneleri-
mizi basamaklandiracagiz. Sifirinci basamaktan diyecegimiz bir takim
nesnelerle ise baglayacagiz. Bunlara temel 6geler veya temel nesneler de
diyebiliriz. Cantor’un derleme aksiyomunda oldugu gibi bu temel 6gelerden
kiimeler olugturacagiz. Bunlar bizim birinci basamaktan nesnelerimizi
olusturacaklar ve birinci basamaktan hicbir nesne aymi zamanda sifirince
basamaktan bir nesne olmayacaktir. Birinci basamaktan nesnelerden benzer
bicimde ikinci basamaktan nesneler olugturulacaktir. Bu iglem siirekli yi-
nelenerek her n dogal sayisina kargilik n. basamaktan nesneler oldusturulur.
x € y ancak ve ancak y nin basamak sayis1 x nesnesinin basamak sayisindan
bir fazla ise anlamlidir. n.basamaktan herhangi bir nesneyi z" ile gosterelim;
n’ye x’in tipi denir. Russell derleme aksiyomunu agagidaki gibi kisitlamigtir:

Russell Derleme Aksiyomu : ¢, n. tipten dgelere iliskin bir onerme
veya ozellik ise bunu dogru kilan égeler (n+1).tipten bir kiime olugtu-
rurlar, d.d

" va (a2 € y"Te=p(2™)) (1.6)

Bu derleme aksiyomu[36]’daki mimar yaklasima olarak adlandirilan yak-
lagima benzer. Matematik evrenimizde tlim nesnelerimiz kiimeler olacaktir.
Mimar yeni bir yap:1 (kiime) olugtururken ancak daha dnce olusturulmus
yap1 araclar (kiimeleri) kullanabilir. Ozellikle, olusturulacak yap: kendisi-
nin yapiminda kullanilamaz.

Farkli tipten 6ge kavramina Russell’dan 6nce Cantor’da rastlamaktayiz.
Cantor gercek sayilarin altkiimelerine iligkin problemlerle kargilagtiginda
ilk ig olarak aslinda gercek sayilar titizlikle incelemesi gereketigini fark
etmistir. Izledigi yol aynen su olmustur. Rasyonel sayilardan yola cikmistir.
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Bunlara A tiirtinden gercgek sayilar demistir. Sonra rasyonel sayilarda,
glintimiizde Cauchy dizileri olarak bilinen temel diziler tanimini vermisg ve
her temel diziye bir limit deger imi karsilik getirmistir. Bunlara B tiiriinden
gercek sayilar demistir. Sonra bunlar arasinda esitlik, biiyiikkiiciik, top-
lama , carpma acgiklamigtir. Ayni yontemle C, D, E, F, .... tliriinden gergek
sayilar tammlamistir. Ornegin B'nin A’dan daha giiclii oldugunu, oysa B
ile C'nin eg gii¢lii oldugunu kanitlamig ama yinede farkli tiirden gergek
sayilar1 birbirinden 6zenle ayirmigtir.

n =0,1,2,... icin U" := {z" |2" = 2™ } evrenini tamimlayalim, dd. bu
n.tipten tiim nesnelerin evrenidir. Artik dogrudan kiimeler kuramina ilis-
kin agmazlarimiza yer yoktur. Bu yeni aksiyomla Russell kiimesi zaten an-
lamli degildir. Tiim U™ evrenlerinin birlesimi anlamina gelecek olan her
tipten tiim nesnelerin kiimesi de anlamli degildir. Aym sekilde Burali-Forti
acmazina da yer yoktur.

Ancak Russell1 izlersek bizi bazi 6nemli sorunlar beklemektedir. Ilk zor-
luk basamaklamanin beraberinde getirdigi karmasa ve ¢ok ¢abuk ipin ucu-
nun kagmasidir. Analiz icin ne anlama geldigine az once degindik. Dogal
sayilardan gercgek sayilara geciste bu yol tikanmigtir. Cikis noktas1 sezgi-
cilerinkinden tiimiiyle farkli olmasina kargin sonuclar1 acisindan matema-
tigi en az sezgicilerin ki kadar kisitlamistir. Fazla ayrintiya girmeden buna
deginelim.

Aslinda Russell nesnelerle ¢caligmak yerine mantikgi yaklagimiyla 6nerme
fonksiyonlar ile ¢calismigtir. Nesneler gibi onermeleri de tiplenmistir. Kiime-
ler kuramindan bir ornekle baglayalim. Bir kiimeye ilsikin 6zelliklerle on-
larin 6gelerine ilgikin Ozellikler Russell icin farkh tipten ozelliklerdir. Bir
biitiinle parcasi arasindaki iligski bir kiimeyle 6geleri arsindaki iliskiden
timiuyle farkhdir. Bir kalip peynirden koparilan bir parca aymi kimyasal
yapiya sahip bir peynirken, bir takim peynir kaliplarinin kiimesinin bir pey-
nirle uzaktan yakindan bir iligkisi yoktur! O yeni ve bagka bir gseydir. Bir
kiimenin kendisini bir 6ge olarak icermesi yanlig olmanin otesinde eskenar
dik ticgen kavraminda oldugu gibi anlamswzdar!

©"(x) 6nerme fonksiyonlar: veya kisaca ozellikleri soyle tanimlanmigtir.
o(z) ozelliklerinin degigkenlerinin evreni bir takim bireylerdir. Serbest de-
giskenler yerine degerler kondugunda elde edilen ifade “Her....” ve “En az
bir....” gibi niceleyicileri icermiyorsa 0.tipten veya temel 6zellik, iceriyorsa
birinci tipten bir 6zelligimiz vardir. ¢! 6zelliginde = degiskeninin ala-
bilecegi degerler ¢"(x) Ozellikleridir. Yukarida belirttigimiz zorlugun iiste-
sinden gelmek icin Russell kusku ile kargilanan bir aksiyom, indirgene-
bilirlik aksiyomunu o6ne siirdii. Bu aksiyom herhangi tipten bir ¢"(z)
onermesinin kaplamsal olarak 0. tipten bir 6nermeye denk oldugunu soyler.
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Bu aksiyom aralarinda Neumann, Godel, Weyl olmak iizere ¢ogu mate-
matikci tarafindan kusku ile kargilandi. Weyl, bir kez n. tipten 6nermeler
tanimlandiktan sonra indirgenebilirlik aksiyomu gibi bir aksiyoma artik yer
olmadigini, burada tanmimlarin 1siginda yanitlanmasi gereken bir soru bu-
lundugunu belirtir [62].

Russell tipler kuramina, Oklid’in geometrisine yaklastig1 gibi iceriksel ola-
rak yaklagmigtir. Bu yaklagimda aksiyomlar daha once bir bicimde dogrulu-
gu kanitlanmig veya dogruluguna kusku duyulmayan bazi gercekleri dile
getirirler. Weyl ise verilen tanimlar 1g1ginda Russell’in indirgenebilirlik ak-
siyomunun aslinda kanitlanmasi gereken bir énerme oldugunu dile getirir.

Russell’n tipler kurami krize getirilmig agir1 radikal bir ¢éztim gibi goriin-
mektedir. Nitekim degisik tipten ogelerin bir kiime olugturmasini yasakla-
manin matematik acidan hicbir mantigi yoktur! Matematikte farkli tip-
ten Ogelerden adim bagi kiimeler olugturulur ve matematik¢iler bundan
vazgecmek istemezler. Nitekim bagka ¢oziim yollar1 aranmigtir ve bir son-
raki boliimde bu yollardan birini, Zermelo yaklagimini 6grenecegiz.

1.7 ZERMELO’NUN AKSIYOMLARI

Ik dért acmazimiza baktigimizda bir sey dikkati cekiyor: @, Srs, T ve
R biiyiik, agir1 biiytiktiirler. Biz ise analizde bile gergek sayilara kattigimiz
+00 ile baz1 garabetlere katlanmak zorunda kaliyoruz. Ornegin tiim iglemler
aciklanmasa da aciklanmig agagidaki iglemlerle her a, b gercek sayisi ve her
p pozitif gercek sayisi i¢in Ornegin

a+ (+00) = b+ (+00) = p - (+00) = +00

oldugunu biliyoruz. Cok biiyiik sonsuzluklar olan IB, Srs, R ve T’ nin
bagimiza dert agmasini bekleyebiliriz. Nasil oo gergek sayilar degilseler U,
Srs, R ve T bizim igin artik kiime olmayacaklar; hadi onlara bir ad takalim
ve onlara dev kiimeler (veya kiime disi nesneler (Unmengen)) diye-
lim. Zermelo’nun diisiincesi son derece basitti: Mantiga dokunmayalim ama
derleme iglerinde bagimizi alip gitmeyelim. Dev kiimelerin olugsmasini 6nle-
yecek onlem veya 6nlemleri alalim. Bunun da en kestirme yolunun derleme
1slerini kiimelere kisitlamak ve bagimsiz tanimlardan sakinmak oldugunu
diiginmiistiir.

Ik énce Zermelonun aksiyomlarmi verdigi “Untersuchungen uber die
Grundlagen der Mengenlehre I [64] 7 isimli calismasinin 6nemli kisimlariin
kisa 6zetini verelim. Bu ¢alismada bigimsel olan “6gesi olma” dir bu nedenle
a € byerine a € b ve a ¢ b yerine ise a £ b yazacagiz. Bu calismanin “Temel
Tanwmlar ve Aksiyomlar” baghkli birinci paragrafl su sozlerle baglar:
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1. Kiimeler kurami aralarinda “kiimelerin” de bulundugu basitce “nesne-
ler” diyecegimiz seylerin bir B alani ile ugrasir. a ve b gibi iki sembol ayni
nesneyi gosteriyorlarsa a = b, aksi halde a # b yazacagiz. Bir a nesnesine
eger B alanima aitse “vardir” diyecegiz; benzer bicimde nesnelerin bir
simifi i¢in, eger B alani bu sinifin en az bir bireyini igeriyorsa, “/C sinifinda
nesneler vardir” diyecegiz.

2. B alaninin nesneleri arasinda a € b biciminde baz1 “temel iliskiler”
gegerlidir. Iki a, b nesnesi arasinda a € b iliskisi varsa “a, b kiimesinin dgesi-
dir” veya “b, a’y1 6ge olarak icerir” veya “ b, a 6gesine sahiptir ” diyecegiz.
Bir b nesnesi bir bagka a nesnesini 6ge olarak iceriyorsa ve ancak bu du-
rumda, bir tek istisna diginda (Aksiyom II), bir kiime olarak isimlendirilir.

3. Altkiime ve ayrik kiime tamimlar: bilindigi gibi verilir.

4. Aksiyomlar ve genel gecerli mantik yasalar1 yardimiyla, gecerlilikleri
veya gegersizlikleri hakkinda belirsizlige yer vermeden, alanimizin temel
bagintisinin karar verdigi sorulara veya v sOylemlerine “tanimlidir” de-
nir. Benzer bicimde, x degigkeni bir I sinifinin tiim bireylerini tararken, IC
smifinin her bir bireyi i¢in tanimli olan ¢ (z) siuf 6zelligine “tanimhdir” de-
nir. Boylece a € b, veya N C M olup olmadigi sorular: her zaman tanimlidir.

B alanimizin temel bagintilar1 hakkinda agagidaki “aksiyomlar” veya
“postulatiar” gegerlidir.

I Belirlilik Aksiyomu : Bir M kiimesinin her dgesi ayni zamanda
N kiumesinin de ogesiyse ve tersi de dogruysa, yani aynit anda hem M C
N hem de N C M ise daima M = N dir. Kisaca: Her kiime dgeleriyle
belirlidir.

Sadece a, b, ¢, . ..r dgelerini igeren bir kiime kisaca {a, b, c,...r} ile goste-
rilir.

IT Basit Kiimeler Aksiyomu : Hi¢cbir dge icermeyen bir (sanal, dizme-
ce) kiime, ) “Bos kiime”, vardur'®. a alansmizda bir nesneyse, a’yi ve sadece

a’yv igeren bir {a} kimesi vardir. a ve b alanvmizdan iki nesneyse bunlar
ve sadece bunlar iceren bir {a,b} kiimesi vardar.

5. I’den dolay1 {a} ve {a,b} kiimeleri tek olarak belirlidirler. a = b olup
olmadigl, a € {b} ile es anlamli oldugu igin tanimhdir(4).
6. 0 kiimesi her M kiimesinin altkiimesidir, ) C M.

IIT Derleme Aksiyomu : ¢(x) sinifozelligi bir M kiimesinin her égesi
igin tanmwmbysa, M kimesinin ¥ (x) ézelligine sahip dgelerini ve yalnizca
bunlar: igceren ve M kiimesinin altkimesi olan bir M, kimest vardir. Bu
aksiyomun felsefesi kisaca sudur: derlenmisten derlenebilinir.

10Zermelo da Cantor gibi () yerine 0 yazar ve bu kiimeye bos kiime yerine “Sifirkiimesi” der.
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Bu aksiyomu verdikten sonra Zermelo, bu aksiyomun genig capta yeni kiimelerin
tanimina izin verdigini ve Cantor’un kisitlamasiz derleme kuralinin yerini aldigini
belirtir. Bu aksiyomdaki kisitlama yiiziinden kiimelerin asla bagimsiz tanimlana-
mayacagini, ancak simdiden var olan kiimelerden altkiimelerin derlenebilecegini,
bu nedenle “Tiim kiimelerin kiimesi”, veya “Tiim sira sayilarinin kiimesi” gibi
acmazlara artik yer olmadigimi belirtir. Ayrica derlenecek oOzellikler, alanin te-
mel bagintilarina gore taniml olmak zorunda olduklarindan, “Richard agmazinda”
oldugu gibi, “sonlu kelimelerle tanimlanabilen” gibi sozel Olciitlere yer yoktur.
Bu nedenle ITI. aksiyomu kullanmadan énce s6z konusu 1(z) 6zelliginin tanimh
oldugunun mutlaka gosterilmesi gerekir. Agikar oldugundan kuskusu oldugu her
yerde bunu yapacagi soziint de verir.

7. Tiimleyen tanimi verilir.

8. Iki kiimenin arakesitini tanimlar.

9. T 6geleri de kiime olan bir kiime olsun. Herhangi bir a igin IIT.aksiyom-
dan dolayr T, := {N|N € T ve a ¢ N} bir kiimedir. Her a nesnesi i¢gin
T = T olup olmadig1 tanimhdir. 7' = T, olmasi tam da a 6gesinin 7’deki
her N kiimesinin bir 6gesi olmasi demektir. A e T'ise (|1 :={a|ae ANT =
To}, A’ nin bir altkiimesidir.

10. Higbir kiimenin her kiimeyi iceremeyeceginin kanitlar.

Teorem 1.7.1 Her M kiimesine karsiik bir N kiimesi =(N € M) olacak
bicimde vardr.

Sonug: B bir kiime degildir.
Kanit. M kiimesi verilsin. p(z) olarak “—(z € x)” alarak derleme aksiyo-
mu yarimiyla
N:={z|(xe M)AN=(z ex)}

kiimesini olusturalim. Her z icin
z eN <=(x e M)N—(z € x).
Buradan x = N icin
N e N<(NeM)N—(Ne€eN)

Eger N e M olsaydi son bagint1 N ¢ N <= —(N e N) geligkisine doniigiirdii.
Dolayisiyla =(N e M). Sonug teoeremden dogrudan ¢ikar; teoremimiz tiim
kiimeleri iceren bir kiime olamayacagini soyler. m

IV Gii¢ Kiimesi Aksiyomu: Her M kiimesine karsilik onun tim alt-
kiimelerini ve sadece onlar ége kabul eden bir P(M) kiimesi vardur.

V Birlesim Aksiyomu: Her T kiimesine karsihk T kiimesinin ogeleri-
nin égelerini ve sadece onlari iceren bir | JT kiimesi vardur. Eger T kiimesi-
nin bostan farkli bir kiime olan 6gesi yoksa | JT = (!
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VI Seg¢me Aksiyomu: T dgeleri bostan farkl ve ikiser ikiser ayrik
kiimeler olan bir kiime ise, her M € T ile tam bir tek ortak dgeye sahip bir
S1 CUT altkimesi vardar.

Bu aksiyomu s6yle de dile getirebiliriz: T" nin her bir M, N, R, ... 0ge-
sinden bir tek m,n,r, ... 0gelerini se¢ip bir S1 kiimesi olusgturabiliriz.

VII Sonsuzluk Aksiyomu: Alanimiz en az bir Z kiimesi icerir dyle
ki Z kiimesi bos kiimeyt icerir ve ayrica kendisinin her a ogesine karsilhk
{a} 1 da icerir.

Bu tipten her Z kiimesinin altkiimesi olup ayni 6zellikleri tagiyan

Zo ={0,{0}, {{0}},.. .}

sayr serisine ulagir. Sirali ikili kavrami hentiz kiimelerle verilmemis oldu-
gundan carpim uzaylarinin taniminda sikintilar vardir. Salt bilgilendirmek
ve izlemek zorunda kaldiklari dolambagcl yollar hakkinda fikir vermek agi-
sindan bu caligmadaki ¢carpim uzaylarinin tanimini verelim.

Zermelo 6nce M # () ve m € M ise M = {m} olup olmadigimmin tanim-
i oldugunu, dolayisiyla herhangi bir kiimenin tek 6geli olup olmadiginin
tanimli oldugunu belirtir. Ogeleri ayrik M, N, R, ... kiimeleri olan bir T'
kiimesi verilsin. [[7T ¢arpim uzaymin o6geleri tami tamina (J7' birlesim
kiimesinin her bir X € T icin “S N X tek o6gelidir” kosulunu saglayan
altkiimeleridir. Bu tamimla [[T C P(|JT) olur ve Segme Aksiyomunu s6yle
de sOyleyebiliriz:

Secme Aksiyomu: T kimesinin égeleri bos kimeden farkly ve ikiser
ikiser ayrik kiumelerse [[T # 0.

Schoenflies ve Fraenkel’in Zermelo’'nun ¢alismasina iligkin elegtirilerine
gecmeden 6nce bugiiniin bilgileri ve gosterimleriyle kisaca birkag seye degi-
nelim. Her seyden énce Zermelo'nun, Cantor’'un (U, €) evrenini (B, € ) ile
bigimsellegtirmek istedigini goriiyoruz. Demek ki B ile temel 6gelerden ve
kiimelerden olusan bir evren bicimsellestirilecektir. Bir b nesnesine, a € b
olacak bicimde bir a nesnesi varsa bir kime demektedir. Kiime olmayan nes-
neler temel 6gelere karsilik gelmektedirler; bunlar “ hicbir 6ge icermeyen”
nesnelerdir. Bu yaklagimda “ higbir 6ge icermemek” bog kiime anlamina
gelmez, tam tersine “kiime olmama’” anlamina gelir. Bu nedenle bos kiime,
aksiyomla istenen bir diizmece (sanal) kiimedir.

Schoenflies’in Zermelo’nun Calismasina Getirdigi Elestiriler [52]

Zermelo baga Dedekind’in esitlik tanimini koyuyor ((I1.4)’e bkz.). Ardn-
dan a = b olup olmadigimin taniml oldugunu, ¢iinkii bunun a € {b} olup
olmadig ile es anlamli oldugunu soyliiyor. Bu ise bir bos belirlemedir. Ayni
sekilde a = b olup olmadigi a’nin b™ sayisinin tabanina esit olup olmadigiyla
es anlamhdir denilebilirdi!
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Zermelo kelime tanimlarindan sakinip bunlar1 aksiyomatik varsayimlara
dayandirmaya caligmissa da bazi eksiklikler hala vardir. Zermelo dort temel
kavram kullanir: “alan”, “kiime”, “nesne” ve “temel iligki”.

Burada kurama katilan kelimelerin ve € iminin ancak aksiyomlarla mate-
matiksel icerik kazanacaklari bellidir. Tk ii¢ aksiyomda “alan” kavrami
hi¢ gecmez ama Zermelo bu aksiyomlarin ardindan bir teorem kanitlar
ve buradan alan hakkinda bir sonug cikarir. Aksiyomlarda yer almayan
alan hakkinda onermelere ulagmak kabul edilemez. “Alan ” kavramindan
vazgegilebilir, ancak bu o kadar da 6nemli degildir. Alani igeren sonuglar
timiiyle atabilirsiniz ve bu kuramin igerigini degistirmez. Zermelo “aksi-
yomlarim a € a’ya izin verir” der. Buna kargi Schoenflies, maddesel dogali
bir iligkinin - ki € b&yle bir geyi ifade edecektir - ancak birbirinden farkl
iki nesne arasinda aciklanabilecegini savunur. Bu nedenle a € a semboliine
ancak yapay (sanal, dizmece) anlamda izin verilebilecegini savunur.

Herhangt m,n,,p,... kiimelerinin bir arakesiti ancak bunlari 6ge kabul
eden bir T kiimesi varsa agiklanmigtir. Alan kavrami yukarida belirtilen
iki yer diginda bir kez daha “tanimli” siif 6zellikleri taniminda karsimiza
cikar.

Schoenflies’in alan kavramina iligkin elegtirileri, kendisinin de belirttigi
gibi o kadar da onemli degilidir. Bugiin ZF veya ZFC kuramininda bu
kuramin nesneleri olmayan siniflar veya tanimlanabilir sanal terimler kul-
lanilir. Ancak tanimle kavramina ve arakesite iligkin elegtirileri gecerlidir.
Ornegin Zermelo'nun aksiyomlar1 az asagida Fraenkel’in tammladigi Zo,
Z1, Zs, .. kumelerinin arakesitini almamiza izin vermez!

Fraenkel’in Elestirileri [23]

“Zu den Grundlagen der Cantor-Zermeloschen Mengenlehre” isimli calig-
masinda Fraenkel amacinin Zermelo’nun caligmalarini devirmek degil, son
seklini bagka bir aksiyomatik calismaya erteledigi bazi sorunlarin 6zlerine
deginmek istedigini belirtir. Ik sav1 sudur:

Zermelo’nun yedi aksiyomu kimeler kuraminy kurmak i¢in yetersizdir.

0:=0ve Zy = {0,{0},{{0}},...} Zermelo'nun say1 serisi olmak {iizere
7y = P(Zy), Za = P(Z1),... olsun. Bu durumda aksiyomlar {Zy, Z1, Z2,
...} kiimesini olusturmamiza, dolaysiyla J;7 , Z,, birlesimine izin vermez!
Bunu saglamak icin ya Zermelo'nun aksiyomlarindan bazilar: giiclendirilme-
li ya da yeni bir aksiyom isin i¢ine katmalidir. Fraenkel agagidaki aksiyomu
Onerir:

Yerine Koyma Aksiyomu VIII. M bir kimeyse ve M’nin her bir
ogesi “B alaninin bir nesnesi” ile degistirilirse M kimesi yeniden bir kii-
meye donusur.
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Yalinlik agisindan Fraenkel 0 := 0,1 := {0},2 := {1},... kisaltmalarim
yaptiktan sonra Zy = {0,1,2,...} kiimesinde 0 yerine Zy,1 yerine 7,2
yerine Zs, ... koyarak {Zy, Z1, Za,...} kiimesini elde eder; bundan sonra
birlegim aksiyomu (J;” , Z,, kiimesini olugturmamiza izin verir. Ancak bu
aksiyomunda gegen “nesnelerin degistirilmesi” soyleminin aksiyomatik bir
kuram i¢in uygun olmadiginin farkindadir. Bu aksiyomun fonksiyon kav-
rami1 lizerinden daha dogru ifade edilebilecegini belirtir ve bunu da sonraki
bir caligmaya erteler.

Bu eksik diginda en zayif noktanin tanimls soru veya sinif 6zelligi kavrami
oldugunu belirtir. Bu boglugun giderilmesini de bir bagka caligmaya erteler.

Se¢me Aksiyomuna iligkin tartigmalarina tiim ayrintisiyla girmeyecegiz.
Se¢me Aksiyomunun ifadesinden sonra gelen “Bu aksiyomu soyle de dile ge-
tirebiliriz: T nin her bir M, N, R, ... 6gesinden bir tek m,n,r, ... 6gelerini
se¢ip bir S7 kiimesi olugturabiliriz” tiimcesini, yanhg anlamalara yol agacagi
icin elegtirir. Bu sanki “belirlenmis 6gelerin secimi” olarak algilanabilir ve
dogru degildir der, ve nitekim Zermelo’dan aldigi bir mektupta da ak-
siyomun salt wvarhk bildirdigini, o soylemin kullanilmadigi bilgisini alir.
Se¢me Aksiyomunun yerine koyma aksiyomu kullanildiginda kanstlanabilir
oldugunu belirtir. Diigiincesi ¢ok yalindir: T Segme Aksiyomundaki gibi
bir kiime olmak tizere her M € T kiimesini kendisinin bir m 0&gesiyle
degistirerek elde edilen S; kiimesi Segme Aksiyomunun varhigini istedigi
tiirden bir kiimedir. Her ne kadar yerine koyma aksiyomu da Se¢gme Ak-
siyomu kadar anlagilir olsa da Segme Aksiyomunun kiimeler kuraminin
vazgecilmezi oldugunu, bu nedenle korunmasi gerektigini, belki yerine koy-
ma aksiyomunun fazlaligini verecek bir bagka aksiyom verilebilecegini be-
lirtir.

Fraenkel’e gore Zermelo aksiyomlar: bir yandan Cantor kiimeler kurami
icin yetersizken, diger yandan gereksiz fazlaliklar icermektedir. Bir yandan
Mirimanoff’un “sira dist” kiimeler dedigi temelsiz kiimelere izin verir, diger
yandan alana ait olacak temel 6gelere hicbir kisitlama getirmediginden, ku-
ramin kesin belli (kategorik) olmasini daha bagtan 6nledigi gibi, matematigi
hic ilgilendirmeyen bir siirii nesneye de izin verir. Bu derde bir ¢are olarak
belki agagidaki gibi bir aksiyoma bagvurulabilecegini belirtir.

Sinirhilik Aksiyomu IX . B alami I-VIII aksiyomlarin saglayan en dar
alandir.

Bu durumda bog kiime 0gesi olmayan tek nesnedir ve bunun kiimeler
kurami i¢in yeterli oldugunu belirtir.

Sonra derleme aksiyomunun diger aksiyomlarindan bagimsiz oldugunu
kanitlamak igin ITI. aksiyom diginda digerlerine uyan bir model verir. Her
seyden Once e bagintisi € gercek 6gesi olma bagintisi olacaktir. B alani
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bir tek temel nesne, 0 = () kiimesini ve buradan tekrarli tammlamayla
elde ettigimiz 1 = {0},2 = {1},... kiimelerini igerir. Ayrica B alani bun-
larin sonlu tanesinin olugturdugu sezgisel kiimeleri de kiime olarak icerektir.
Ayrica Zy = {0,1,2,...}'da B alanina ait bir kiime olsun. B ayrica kendisine
ait sonlu nesnenin olusturdugu sezgisel kiimeleri, kendisindeki her kiimenin
birlegimini ve gii¢ kiimesini de igersin. B alanindaki her nesne bir kiime
oldugu gibi bu alana ait bir nesnenin 6geleri de bir kiimedir, dd. (B, €)
ile (U, €)’nin bir modelinin amaglandigin1 diigiinebiliriz. Burada titiz dav-
ranilmas: gereken tek nokta gii¢ kiimesinin olusturulmasidir: Ancak daha
once aksiyomlarla varhgs kanitlanmas bir N kiimesi, ayrica N C M ise
M kiimesinin gii¢ kiimesinin bir 6gesidir, yoksa M kiimesinin 6gelerinden
sezgisel olarak gonliimiize gore olusturdugumuz N ¢okluklar1 M kiimesinin
gli¢ kiimesinin 6geleri degildirler. Dolayisiyla

x€P(M)<= xC MAzxz€B. (Burada = € B ¢ok 6nemli!!)

Sav: (B, €) Zermelo’nun III. aksiyomu disindaki aksiyomlarine saglar.

Her seyden once (B, €) modelinde, I, II, IV ve V aksiyomlar: tanim geregi
saglanirlar. Bu modelde sonlu ve sonsuz alisik oldugumuz sezgisel sonlu ve
sonsuz anlamindadir. Dolayisiyla Zy sonsuz bir kiimedir ve VII. aksiyom
da saglanir.

Sonlu bir kiimenin gii¢ kiimesi de sonludur, ayrica sonsuz bir kiime
icermeyen bir sonlu kiimenin birlesimi de sonludur. Fraenkel’in irdelemele-
rinin kilit noktasi Zy kiimesinin B alanindaki her sonsuz kiimenin altkiimesi
oldugudur. Once bunu kamtlayalim. Bu nedenle sunlar1 gostermek yeterli-

CTeB— Zo CP(T):ZyCTise0,1,2,... € T olacagindan
2 = {1} . € P(T) olur. Ayrica 0 = ) € P(T) oldugundan
) ol
-

E T €B= Zy CUT : Her n € Z igin {n} € Zy oldugundan
U T, dolayisiyla Zy C |JT olur.

): T ={t1,...,tn, A} ve Zy C A ise Zy C |JT. Bu ise apagiktir.

imdi Se¢me Akswomunun saglandigini gorelim. 7' bir sonsuz kiime ise
Zy C T ve dolaywsiyla ) € T olacagindan Se¢gme Aksiyomu bu T i¢in bos
olarak dogrudur. T sonlu ve her M € T i¢in M # () ise bir m € M vardir.
Ancak bu sonlu m 6gelerinin sezgisel kiimesi tanim geregi ’de bir kiimedir
ve Se¢gme Aksiyomunun kosulunu saglar. Ancak III aksiyomu saglanmaz.
Ornegin tammh ¢ (z) ozelligi “ z € Zy ve x # 0 7 ise bu ozellik Zy'da
derlenemez ¢linkii Zy\{0} sezgisel kiimesi B alaninda degildir. Zj kiimesinin
Cantor anlamindaki hicbir sonsuz A C Zj 6z altkiimesi (B, €) modelinde
Zy kiimesinin altkiimesi degildir.

n e
(3
S
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0:=0,1:= {0}, 2 := {1}, 3 = {2}, ... olmak {izere herhangi bir n
icin ¢, (x) == (x € Zp) Nz # OA ... ANz # n olmak iizere bu ozellige
sahip ogeleri derleyerek C,, := {z | ¢y (z)} = {n+1,n+2,...} cokluklarim
olugturalim. (B, €) modeline disardan, (U, €)’dan bakan bizler i¢in tiim
Cy'ler Zy kiimesinin altkiimeleridir. (B, €) modelindeki bir sanal yaratik
icin, dd. (B, €) modelinin i¢inden bakan birisi igin C;, ¢ B ve bunlar kiime
degildirler! Genel yaklagim gergevesinde igerden bakan kisi Z, nesnelerine
saf veya dev kumeler diyecektir. Bunlar ise hi¢ de biiylik olmayip bu
modelde bile Zy kiimesinin 6z alt smiflandirlar! Ilerde verecegimiz aksi-
yomlarimizin boyle bir seye izin vermemesini saglamaliyiz; aksiyomlarimiz
kiimelerin alt simiflarinin da kiime olmasini garanti etmelidirler.

Zy kiimesinin bildigimiz anlamdaki gii¢ kiimesini P(Zy) ve (B, €) mode-
lindeki giig kiimesini ise Pr(Zp) ile gosterelim. Pg(Zy) kiimesinin 6geleri
tami tamina Zy ve Zp kiimesinin sonlu altkiimeleridirler. Dolayisiyla P(Z))
# Pp(Zp). Ayni nesne farkli modellerin evrenlerinin 6gesi oldugunda bu
nesneye iligkin sdylemlerin bu modellerde ortiigmesi gerekmedigini goriiyo-
ruz! Bu modele digaridan bakan bizler i¢in Zy ve onun bu modeldeki giic
kiimesi Pg(Zy) es glglidiirler, her ikisi de sayilabilir kiimelerdir. CKK’da
gegerli olan Cantor Teoremi'nden dolay1 biz (B, €) modelinde bir seylerin
sakat oldugunu diigiiniiriiz. Ancak “Zy ve Pp(Zp) kiimeleri (B, €) modelinin-
de es gliclii miidiir?” tiimtiiyle ayr1 bir sorudur. Acalim. X, Y € B olsun. Bu
iki kiimenin (B, €) modelininde eg giiclii olmas1 demek birebir {izerine bir
f: X — Y fonksiyonunun bu modelde bulunmasi demektir. Fonksiyonlar
ozel kiimeler oldugundan f € B olmalidir. B’de daha az kiime oldugundan
(B, €) modelinde X kiimesinden Y kiimesine fonksiyonlar genelde X kiime-
sinden Y kiimesine CKK’daki fonksiyonlardan daha azdirlar. Bu nedenle
sorumuzun yanitinin CKK’daki yanitla ortiigmesi gerekmez. Simdilik bu ka-
darla yetinip, Aksiyomatik Kiimeler Kuraminda, Skolem teoremiyle benzeri
konulara tekrar donecegimizi belirtelim.

1.8 SEZGICILER

Insanlar birbirlerini anlamiyorlar, ¢iinkii aym dili konugmu-
yorlar ve ¢linkii 6grenilemeyen diller vardir (Poincaré).

Insanlarin birbirlerini anlamalar: icin insan beyinlerinin bir-
birine biyolojik uyumu, deneyimin diizenleyici ve zorlayici ola-
rak yonettigi alanlarda yeterince geligsmistir ama deneyimin 6te-
sindeki diyarlarda bu boyle degildir (Hadamard).
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Sezgiciler kullandigimiz mantig: elestirdiler. Onde gelen savunucular: Br-
ouwer, Poincaré, Weyl gibi zamanlarmin énemli matematikeileridir. I¢lerin-
de mantik agisindan en radikal olani Brouwer’dir. Bu yaklagimin vurgulan-
masi gereken temel noktalar: sunlardir:

1. Brouwer’e gore matematik - yani matematiksel kurgu - dilden bagim-
sizdir. Buradan matematigin geleneksel mantiktan bagimsizligini ve ticincii-
niin olmazlig1 yasasinin yasaklanmasini ¢ikarmaktadir. Brouwer icin distin-
ce saf kurgulardan ibarettir ve dolayisiyla diisiinceler her tiirlii sézel ve
yazili ifade bigimlerinden 6nce gelir. Buna kargin mant:k bir anlamda ma-
tematikten soyutlanan, matematigin ifade bicimlerininin, matematigin gds-
terimlerinin kuramidir ve ancak matematikten sonre miimkiindiir [24]. Bu
nedenle matematigin sembollegtirilmesinin yasalar1 olarak mantik yasalari
tlim matematigin algisal temellerinin olasi kildig: cergevede kullanilabilirler.
Russell ve Withehead gibi mantikgilara gore matematik mantigin bir parca-
sidir. Sezgicilere gore ise tam tersi mantik sadece matematige iligkin bir
dildir.

2. Sezgicilere gore c¢eligkisizlik kanmt1 gereksizdir, ¢linkii dogrudan do-
laysiz elde edilen sezgisel dogrulardan yola ¢ikilarak tiim nesneler kurgusal
olarak kazanilmistirlar. Bicimciler iginse matematiksel varlhk celiskisizlik
demektir. Celigksizlik kanitlanmigsa bir kavramin kullaniminmi hakl kilacak
ikinci olgiit basar: ve ise yararbiliktir. Sezgicilere gore celigkisiz her seye izin
vermek matematigi sinirsiz bir oyuna doniigtiiriir ve bunun sadece kurgusal
olan kismi bilimsel bir karekter tagir.

“Sezgicilerin isyan girigimini tiimiiyle sonlandirmak isteyen
Hilbert bu yaklagimin devrimci karakterini gdzden kagiriyor.
Hilbert ve Bernays’in tam anlamiyla basarili olduklarinda goste-
rebilecekleri (ve istedikleri), geleneksel matematigin, dolayisiyla
onun temelindeki aksiyom sisteminin ¢eliskisizligdir; bunun igi-
ne elbette ticinciiniin olmazhiginin diger matematik ilkelerle
bagdagmas1 da girer... Tipki (Brouwer’in bir benzetmesiyle)
mevcut aragtirma araclariyla ortaya cikarilamayan bir cinayetin
cinayet olmaktan ¢ikmayacag: gibi matematikte bile “varlik” ve
“dogruluk”un celigkisizlikle 6rtiismedigini diigiinen bir kat1 sez-
gici i¢in Hilbert’in diisiinceleri, sezgicilerin ti¢iinciiniin olmazli-
gima duyduklart kuskularim1 gidermez. Onlar “iigiinciiniin ol-
mazlig1 ilkesinin kullaniminin her zaman tehlikesiz oldugunu”
tartigmiyorlar, tartigtiklar: yalnizca bu kullanimin hakliligider;
bundan dolay1 “celigkisiz hatalarla” caligan bir analiz olsa olsa
akil dolu bir oyundur ama bir bilim degildir [24]; bu konuda[25]’e
de bakabilirsiniz.
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3. Temel denklem varlhik=kurgusalliktir (Konstruktiflik). Bir nesne an-
cak somut olarak verilebiliyorsa, veya adim adim kurgusal bicimde olus-
turuluyorsa vardir. Bu nedenle bir nesnenin yok oldugunu varsayip bir
celigkiye ulagtigimda ayni zamanda bu nesneyi kurgusal olarak elde etmeyi

vermemigsem bu kanit sezgiciler acisindan o nesnenin varliginin bir kaniti
degildir!

4. Dogal sayilar ve timevarim insan kavrayiginin ve sezgisinin aciklama
gerektirmeyen ve bagka bir seye dayandirilamayacak en temel basat sezgisi-
dir. Bu yaklagimlarindan dolay1 sezgiciler diye adlandirildilar. Yine ilk
sezgicilerden olan Kronecker’in “Dogal sayilar: tanr yaratti, gerisi insan
1s1dir” sOylemi sezgicilerin tartismasiz dogrusudur. Poincaré, Hilbert’in tiim
matematigin celigkisizligini amaclayan girigsiminin, aritmetigin vazgecilmez
parcasi olan tlimevarimi zorunlu olarak kullanacagindan bir kisir déngii ice-
recegini, bu nedenle bagarisizliga mahkum oldugunu ileri stirmiigtiir. O za-
manlar aralarinda Brouwer ve Weyl’in bulundugu kiictik bir grup tarafindan
kayda deger bulunan bu elestiri yillar sonra Godel’in caligmalariyla haklilik
kazanmigtir.

5. Hilbert’in, Du Bois-Reymond’un “Doga Bilimlerinin Sinirlar1 Hak-
kinda” adli konusmasindaki “Bilmiyoruz ve bilemeyecegiz” ' séylemini iga-
ret edercesine gururla ve yiiksek sesle dile getirdigi meshur “Bilmek zo-
rundayiz ve bilecegiz’'? soyleminin hemen hemen tiim matematilciler ta-
rafindan paylasildigi bir ortamda sezgiciler her seyi bilemeyecegimizi, dogru-
luguna ve yanhshqna karar veremeyecegimiz onermeler oldugunu ileri str-
diler. Bu konuda ne kadar hakli olduklarini, bunun salt sezgisel mantiktan
kaynaklanmadigini, onlara karsi olan geleneksel matematikcilerin kendi diin-
yasinda da karar verilemeyen 6nermeler oldugunu yine Godel’in ¢aligmala-
rindan 6grenmek, uzun siire sindirelemeyen bir sok olmustur.

6. Ugiinciim’in olmazligi mantik ilkesi ve ——) = 1 denkligi redde-
dilmistir. Bunun bir sonucu olarak geligki yontemine dayanan tiim kanitlar-
dan vazgegilmigtir.

7. Mantikta “her z igin....” ve “en az bir z igin.....” gibi énermelerin son-
suz evrenler icin geleneksel mantiktaki kullanimina siddetle kars: ciktilar.

8. Gercek sonsuzluga karsi ¢ikip potansiyel sonsuzluktan yana tavir koy-
dular. Tam bir fikir birligi yoksa da sezgicinin evreni olusum halinde bir
evrendir.

gnoramus et ignorabimus (Du Bois-Reymond, 1818-1896).
I2Wir miissen wissen, wir werden wissen (D.Hilbert,...)
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Konumuz olmadigindan bu konuda birkag sey daha séylemekle yetinece-
giz. ¢ ve ¥ onermeler olmak tizere geleneksel mantikta

Vi =-(opA)) (1.7)
(p=¢) = (" = —0) (1.8)
dr o =~V (1.9)

denklileri vardir. Ancak bunlar sezgiciler icin dogru degildir. Bu denklik-
lere kanitlarda sik¢a bas vururuz. Bunlarin kanitlarda kullanimi geleneksel
mantikcilarla sezgiciler i¢in ¢ok farklidir.

V1) onermesini kanitlamak isteyelim. ¢ veya 1/’den en az birini kanitlar-
sak iki taraf icinde ¢ V ¢ 6nermesi kanitlanmigtir. Geleneksel mantikg igin
bir yol daha vardir; geligki yontemi. O, ¢ V ¥’nin yanlg oldugunu varsayar
ve bir celigkiye ulagirsa ¢ V 1 6nermesini kanitladigimi diigtiniir. Ancak bir
sezgici buna katilmaz, o (1.7) denkligine katilmadigindan onun igin kanit-
lanan sadece = (—p A —1))’dir. ¢ veya 1’den herhangi birini kanitlamadan
“p veya 1”’yi kanitlamak onun mantigina sigmaz!

Jx ¢ Onermesini kanitlamak isteyelim. x degigskeninin evreninden bir a
nesnesi igin ¢ (a) oldugu kanitlanirsa her iki taraf igin 3x ¢ 6nermesi kanit-
lanmigtir. Geleneksel mantikg igin yine geligki yontemi vardir. O 6nermeyi
yanlig varsayip bir celigkiye ulagarak énermeyi kanitladigini diigtindiigtinde
sezgici ona katilmaz, ¢linkii (1.9) onun igin gegersizdir. Ayrica x degiskeninin
evreninden ¢(a) dogru olacak bigimde bir a nesnesi bulmadan “Evreni-
mizdeki en az bir x nesnesi i¢in ¢ 6nermesi dogrudur”’un kanitlandigini
diistinmek onun mantigina sigmaz.

Sezgicilerin yaklagimlari hakkinda daha ayrintili bilgilenmek isteyenler
dogrudan Brouwer’in makalelerine veya [62], [60], [61] ve [31]’a bagvurabi-
lirler.

Sezgicilerin yaklagimiyla celigkilerden arinilmigtir ancak koklegik mate-
matigin biiyiik bir kismindan vazge¢me pahasimal! Bu nedenle bu yaklagim
fazla taraftar bulmadi. Sezgicilere iligkin sdyleyeceklerimizi von Neumann-
"dan bir alintiyla noktalaylim:

“Onlar (Mantikeilar) ¢ok farklh sonuclara ulagtilar, ama ug-
raglarinin toplam izlenimi dogrudan yok ediciydi. Daha Rus-
sell’da tiim matematik ve kiimeler kurami tiimiiyle sorunlu “In-
dirgenebilirlik Aksiyomu” tizerine kurulmus goriintiyor, Weyl ve
Brouwer matematigin ve kiimeler kuraminin biiyiik bir kismini
timtiyle anlamsiz bularak israrla reddediyorlar. Burada asla
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kiimeler kuraminin bir giiven yenilenmesine degil, buna kargin
“licincliniin olmazligl” “her” ve “vardir” gibi temel mantiksal
gikarimlarin son derece keskin elestirilerine ulagildi [42].”

1.9 NEUMANN, BERNAYS VE GODEL YAKLASIMI

Bu kuram bigimsel kuram olarak dile getirecegiz. Dolayisiyla
_‘7 \/7 /\7 j? @7v7 37 :7 6

iceriksel imlerinin yerini onlar: temsil etmesini diisiindigiimiiz, ancak higbir
igeriksel anlam yiiklemedigimiz

j7Y7A’H?H’ A? v?zﬂe

imleri alacaklardir.

Zermelo ve onu izleyenlerin yaklagiminda mantiga dokunulmamig, ama
“kiime” kavrami mercek altina alinmigtir. Ancak kimeyi bagka kelime-
lerle tanimlamak yerine aksiyomatik kuramlarimin tanimsiz terimi olarak
secmiglerdir. Kiimeler, kuramlarindaki nesnelerdir ve ne olduklar: kuramin
aksiyomlariyla belirlenir. Neumann [42] ve [43]’te kiimenin yerine fonksiyon
kavramindan yola ¢ikmistir, ¢iinkii bunlar esdeger kavramlardir. Neumann
fonksiyonu temel kavram olarak secme nedenlerinden biri olarak ZFC ku-
raminin bazi aksiyomlarinin fonksiyon kavramini kullanmasini gostermek-
tedir. Neumann iki tiir nesnelerden yola c¢ikar: Bunlar argimanlar ve fonk-
styonlardir. Bu nesneler kismen ortiismektedir, dd. bazi nesneler hem argii-
man hem de fonksiyondur ki Neumann bunlari1 arguimanfonksiyonlar ola-
rak isimlendirmektedir. Yeni celigkilere yol agmadan kurami genigletmenin
daha dogru olacagini savunan Neumann derleme aksiyomunu daha genig
tutmustur. Sonradan Bernays ve Godel’in caligmalariyla son seklini alan bu
kuramda, “argiiman” ve “fonksiyon” kavramlar1 “kime” ve “sinaf” ile yer
degistirmislerdir. Bu kuramda nesnelere sinif adi verilir. Simiflar arasinda
bir ikili € bagintis1 verilmigtir. « ve y simiflar olmak iizere x € y ise x sinifi
y smifinin 6gesidir veya elamanidir denir. Bir bagka sinifin 6gesi olan
bir sinifa bir kiime , olmayanlara ise 6z sinmif denir. Neumann kuraminin
da bir kisitlamasi vardir: Sadece kumeler derlenebilir, simiflar asla derle-
nemezler! Derleme aksiyomunda kullanacagimiz ¢(x,x1,. .., z,) formiille-
rinde, eger bu formiilii dogru kilan x nesnelerini derleyeceksek, x1,...,z,
parametreleri sinif olabilirler ancak x bir kidme olmak zorundadir. Ayrica
o(x,21,...,x,) formilinde \/ y veya /\ y niceleyicileri gegiyorsa, gegtikleri
her yerde y gezen degiskeni kiimelere kisithh olmak zorundadir. Bu tiir
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formiillere ytiiklemsel formiiller denir. z smufi bir kiime ise bu M (x)
ile gosterilir (M harfi Almanca “Menge(kiime)” kelimesinden alinmigtir).
M (z) kisaca “z bir kiimedir” yerine ge¢mektedirg.

(Uz):(Uzant1 Aksiyomu): Az,y(z=y<+— ANz(z ez +— 2z cy)).

(DerN):Neumann Derleme Aksiyomu : Her p(z,x1,...,z,) yiklem-
sel formalii ve her x1, ..., xy, parametreleri i¢in, y, @’ de bulunmamak
ve X1, ...,Ty lerden farkly olmak kosuluyla

\/y/\x(zey<—>M(x))\g0(a:,x1,...7$n)). (1.10)

Uzant1 aksiyomundan dolay: bu y sinifi tek olarak belirlidir ve

y={r|M(x)Lp(x,z1,...,2,)} (1.11)

olarak gosterilir.

Bagka aksiyomlarla tamamlanacak olan bu kurama genellikle NB (Neu-
mann-Bernays) veya BG (Bernays-Godel) kurami denir. Higbirine
haksizlik etmeden Neumann-Bernays-Godel kurami demeyi ve kisaca
N BG ile gostermeyi yegliyecegiz. Daha once tartigtigimiz celigkilere yer ol-
madig: gibi simdi daha net konusabiliriz: R, Srs, T ve U nesneleri Neumann
derleme aksiyomuna gore derlenmis 6z siniflardir. Bunlar ne birbirlerini ne
de kendilerini iceremezler, dd.

=(R €R),~(R € Srs),=(ReU),=(ReT),...,~(Uel).
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CANTOR KUMELER KURAMI

Herhangi bir alandaki ¢aligmalar yeterli bir diizeye geldikten sonra o alandaki
temel bilgiler belirlenir ve tiim diger sonuclar onlardan kazanilmaya calisilir. Bu
Oklid’le baglayan aksiyomatik yaklagimdir. Eger aragtirmalarimiz, kiimeler ku-
raminda oldugu gibi bizi baz1 celigkilerle kars1 kargiya getirirse, nelerden vazgegip
neleri korumak istedigimizi belirlemek zorunda kaliriz. Baz1 6nemli geligkilere degin-
dik, simdi CKK’nin en 6énemli kavramlarini ve matematigin diger dallarinda en sik
kullanilan en giivendigimiz 6nemli teoremlerini verecegiz. Teoremlerin kanitlar: ka-
dar bizi teoremlere gotiiren sezgisel diiglinceleri de verecegiz. Bunlar1 6nemsiyoruz,
¢iinkii bir bigimsel kuramin teoremlerine ve kanitlarina ulagmada, bir matema-
tik¢inin, o kuramin teoremlerini vermek iizere programlanmig bir bilgisayara kars:
tistiinliigii sezgileri ve aksiyomlara yiikledigi igeriksel anlamlardir. Burada kiimeler
kuraminin bir matematik¢inin genel kiiltiiriinde agina oldugu bazi teoremlerinin
kanitlarin1 6dev olarak birakacagiz. Daha az bilinenlerin kanitlarini genel olarak
verecegiz. Bir yandan okuyucuyu aksiyomatik kisma da hazirlarken, diger yandan
ozellikle sira sayilar: iglenirken kullanacagimiz icin bu kisimda simiflara da yer ve-
recegiz. Ozellikle kuramm temel kavramlarinm tammlarm siflar icin verecegiz.
Her kiime aymi zamanda bir sinif oldugu igin siniflara iliskin bir tanim veya teorem
elbette kiimeler i¢in de gegerlidir. Ancak bu kissmda genel olarak kiimelerden soz
edileceginden sinif veya kiime olup olmadige belirtilmemis bir ¢okluktan daima bir
kiume anlagilacaktur.

“Matematiksel diigiincenin, her ne kadar soyagaci eski ve
karanlik ise de, tecriibeden kaynaklandigimi sdylemenin gergege
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olduca yakin olduguna inaniyorum; zira ¢cok karmasik olan ger-
cek ancak yaklagik ifadelere izin verir. Ama bir kez ifade edil-
dikten sonra, bu alan kendi bagina buyruk bir yasama kavusgur
ve neredeyse, 6zellikle deneysel bilimler gibi, estetik kaygilarin
hakim oldugu yaratici bir ¢cabaya dontisiir. Fakat vurgulanmas:
gereken diger bir nokta daha olduguna inaniyorum: Matematik-
sel ugras deneysel kaynagindan ¢ok uzaklagtiktan sonra, hatta
ikinci veya ti¢lincii kugaklarda kaynagini, dolayl olarak da olsa,
gercek yasamdan aldiktan sonra, ¢ok biiyiik tehlikelerle karsi
kargiyadir. Giderek saf estetik kaygilara, ‘sanat igin sanat’ an-
layigina kapilir. Eger caligma alani hala deneysel iligkilerle ¢evril-
misse veya bu alanda sozii gecen insanlarin olaganiistii geligsmis
begenileri varsa, durum pek de kot olmayabilir. Fakat, en az
direng gosteren bir damar boyunca gelisme tehlikesi her zaman
vardir; o zaman kaynagindan uzaklasip pek c¢ok 6nemsiz dala
ayrilir; bir y1gin ayrint1 ve karmagik bilginin diizensizce y1gildig:
bir kiitleye dontisebilir. Diger bir deyisle, deneysel kaynagindan
cok uzaklara gittiginde veya pekgok ‘soyut’ tiirdes iiretim-
den sonra, matematigin yozlagma tehlikesi dogar. Baglangicta
iislubu hala klasik olabilir, ama barok! olmaya basladiginda teh-
like canlar1 calmaktadir. Burada, barok ve hayli barok iisluplara
kayisin izini stiren ornekler vermek fazla teknik olacaktir.

Ama her durumda, bu agsamaya erigildiginde, bana gore tek
care genclestirici kaynaga donmek, dogrudan veya dolayli de-
neysel fikirler agilamak olacaktir. Matematigin tazeligini ve can-
liligin1 korumanin gerekli sartinin bu olduguna, ve gelecekte de
bu olacagma inaniyorum.” John von Neumann [41]2.

1Klasik olmayan; agir1 siislii, satafatl.
2Ceviri icin degerli dostum Prof.Dr.B.Karaoglu'na tesekkiir ederim.
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2.1 TEMEL KAVRAMLAR

Kiimeler kurami ve matematiksel mantik diginda bir alanda ¢alisan mate-
matikgiler, bunlar neredeyse matematikgilerin tamamina yakinidir, CKK’y1
kullanir. Kirk yilda bir kargisina gikacak celigkileri dert etmezler ve onlardan
korunmay1 da 6grenmislerdir. Herhangi bir analiz, cebir topoloji, geometri
vb... kitabinda karsilagtigimiz nesneler ve kiimeler bu kuramin U evreninin
Ogeleridirler. U evreninde hicbir 6ge icermeyen ve birbirinden farkl, asal
ogeler vardir. N
A :={a|a €U ve a asal 6ge}

evrenimizdeki asal 6gelerin kolleksiyonu olsun.

Evrenimizin nesnelerinden, evrenimizin en az bir nesnesini icerenlere kii-
me diyecegiz. Evrenimizin kiime olmayan 6geleri asal 6gelerimizdir. Ancak
evrenimize yine hicbir 6gesi olmayan ve asal Ogelerimizden farkli bir sa-
nal O 6gesini katacagiz ve buna bog kiime diyecegiz. Ozellikle N dogal
sayilar, Z tam sayilar, Q rasyonel sayilar, R gercek sayilar ve C kompleks
sayilar kiimeleri bu evrenin 6geleridirler. Bu evrende her sey tam da alisik
oldugumuz gibidir. = imi 6zdesligi gosterirken € imi gercekten 6gesi olmay1
gosterir. Ozetle

1. Va € Uz bir kimedir < x =0 veya y (y € UAy € z)).
2. z €U <=z bir asal oge veya x bir kumedir.

Birinci kisimda U evreninin Ogelerinin Srs, R, T gibi bazi kolleksiyon-
larii tanidik ve bunlara kiime deyip U evreninin ogeleri varsaymanin bizi
acmazlara gotiirdiigiini 6grendik. Oyleyse Srs, R, T ¢ U olmahdur. Tipk:
gergek analizde 0o nesnelerini R gergek sayilar kiimesine katip, onlara
ideal sayilar gozii ile bakmanin ve sayilara iligkin baz: kavram ve iglemlerin
bu ideal nesnelere aktarilmasinin kuramin anlatiminda yararli olmasi gibi
burada Srs,R,7T kolleksiyonlarina evrenimizin ideal veya sanal nesneleri
olarak bakip kiimelere iligskin baz1 kavram ve islemlerin bu sanal 6geler
aktarilmasi da yararhidir. Kiimelerin ve bu sanal nesnelerin ortak ozellik-
leri evrenimizin 6gelerinin bir kolleksiyonu olmalidir. Evrenimizin 6gelerinin
herhangi bir kolleksiyonuna bir sinif diyecegiz, dd.

S bir smftir : <= S ¢ AAVz (z € S = z € U).

Smiflardan sanal olanlara, dd. kiime olmayanlara 6z simflar diyecegiz.
Buna gore U, Srs, R ve T birer oz simftirlar. S ve T' simflar ve S € T ise
tanim geregi S € U olur. Dolayisiyla bir baska sinifin 6gesi olan bir sinaf,
asal 6ge de olamayacagindan zorunlu olarak bir kimedir. Bu durumda 6z
simflarimaz bir baska sinifin dgeleri olamazlar. Diger yandan her kiime U
siifinin bir 6gesi oldugundan asagidaki 6nerme gecerlidir:
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e Bir S sinifinin kiime olmast i¢in gerek ve yeter kosul bir baska sinifin
ogesi olmasidar.

CKK kuraminin aksiyomlarimin (UzC), (DerC) ve Se¢gme Aksiyomu oldu-
gu kabul edilmistir. (DerC)’de gecen ve Aksiyomatik Kiimeler Kuraminda
ayrintili bigimde ele alacagimiz formiillerin ne oldugunu kisaca soyleyelim.
x ve y, U evreninde gezen degiskenler olmak iizere

(z=y) ve (z €y)

ifadeleri birer formiildiirler. Bunlara kuramimizin asal (ilkel veya ato-
mar ) formiilleri denir. Tiim formiiller bunlardan sonlu adimda mantik
islemleriyle elde edilen ifadelerdir. Ozetle ¢ ve 1) birer formiilseler

0, (p AY), (pVY), (p =), (p =), Vzp ve Iz p

birer formiildiirler.
Ayrag¢ Azaltma Uzlagmasi

Biz x,y, z dogal sayilar olmak iizere xy+z gibi bir ifadeyle kargilagtigimiz-
da bununla kastedilenin ayraclarla yazildiginda (z (y + z)) degil ((xy) + 2)
oldugunda hemfikirizdir. Ni¢in? Ciinkii ¢carpma toplamadan daha sik baglar
diye bir uzlasmamiz vardir. Benzeri uzlagmalar1 formil yaziminda da ya-
pacagiz. Formiillerimiz i¢in agagidaki ayrag azaltma uzlagmalarini kullanaca-

g17:

e Herhangi bir formiildeki dig ayraglar atilabilir, érnegin ((—¢p V1)) <=
(¢ = 1)) yerine (—p V ¢)) <= (¢ = 1) yazabiliriz.

e Asagida imlerimiz ii¢ grup olarak verilmistir:
- VA V=, =

Gruplarin baglama dereceleri soldan saga azalacaktir. Ancak her-
hangi bir gruptaki imlerin baglama dereceleri ayni olacaktir; bu ne-
denle onlar pespese geldiklerinde neyi kastettigimizi belirtebilmek
i¢in ayra¢ kaginilmazdir. -, 3 ve V kendilerinden sonra gelen ilk alt-
formiile® uygulamrlar. Ornegin (—p V 1)) <= (¢ = v yerine yanhs

3Herhangi bir formiiliin altformiilleri kendisi ve atomar formillerden baslayarak o
formiili olugtuturken olusturulan tiim formillerdir. Ornegin ¢ ve ¢ atomar formiiller olmak
izere (—p V 1)) formiliintin altformiilleri kendisi ve ¢, —¢ ve 9 formiilleridir.
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anlagilmadan —p V ¢ <= (p = 1) yazabiliriz. Gergekten formiilii-
miizde en siki baglayan —’dir, kendisinden sonra gelen V’dan daha
siki baglar. Bu nedenle —¢ V 9 asla = (¢ V 9) olamaz ve (—p V 1)
olmak zorundadir. V ve <= ikili iglemcilerdir ve V imi <=’dan
daha giiclii baglamaktadir. Bu nedenle ¢’yi <=>"den once V baglar.
Boylece formiiliimiiziin basglangict (—¢ V 9) olmak zorundadir. An-
cak = ve <= imlerinin baglama dereceleri ayni1 oldugu i¢in - V
1 <= (¢ = 1»)’den artik ayra¢ atamayiz. Benzer bigimde V, A im-
lerinin baglama dereceleri ayni oldugu igin ¢ V¢ A ¢ gibi bir ifade tek
tiirli okunamaz; bununla neyi anlatmak istedigimizi, ¢ V (¢ A {)'nin
mi1 yoksa (¢ V1) A ('min mu kastedildigini belirtmek i¢in ayra¢ kul-
lanmak zorunludur.

Biz simflarla da galigacagimizdan (UzC) aksiyomunu simiflar1 da kapsa-
yacak bicimde genisletecegiz.

(UzCs) : Asal égeler ve simiflar birbirine esit olamazlar. Iki asal oge i¢in
esitlik 6zdeslik anlamindadir. A ve B iki sinif olmak tizere

A=B: <= Vr(rc A<z € B). (2.1)

Ancak birinci kisimda (DerC) aksiyomunun bizi agmazlara gotiirdiigiini
ogrendik ve gercekte bu aksiyomun asagidaki gibi olmasi gerektigini bili-
yoruz:.

(DerCs) : Her ¢(x) formilimize karsilik bir Y sinif
Vo (z € Y<=p(z)) (2.2)
olacak bicimde vardur®.
(UzCs)’den dolay: tek olarak belirli olan bu Y smifim
Spi= Y = {z € U] p(a)

veya kisaca
S, =Y = {a | p(e)}

olarak gosterecegiz. Bu gosterimlerle

aE{:E|cp(x)}<:>a€T[~J/\g0(a)

4Bu aksiyom Y =: S, smnfinin ne zaman bir kiime ve ne zaman bir 6z smif oldugu
hakkinda higbir bilgi vermez. Aksiyomatik Kiimeler Kuraminda buna benzer bir aksiyomla yola
ciktigimizda Y simifinin ne zaman bir kiime oldugunu bagka aksiyomlarla belirtmeliyiz.
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olduguna dikkat ediniz. Bu aksiyomlar ve gosterimlerle U = {z |z = 2} ve
0 = {x |z # x} oldugu apagiktir. N
Simdi bazi temel kavramlar1 A, B simiflar ve a, b € U olmak iizere verelim.

ANB:={x|x € ANz € B}, A ve B'nin arakesiti, kesigimi.
AUB:={x|x € AVx € B}, A ve Bnin birlegimi.
ACB:<=Vz(r € A=z € B), A, B'nin altsimifidir.
ACB:<—= ACBANA+# B, A, B’nin 6z altsimifidir.
A\B:={x|z € ANz ¢ B}, A'nin B'den fark.

{a,b} :={x|x =aVa =0}, dgeleri a ve b olan ikilik kiime.

A\B smifina B’nin A’daki tiimleyeni de denir. Bu tanimlara gére tiim
simiflar U evrenimizin altsimflaridirlar.

Bu iglem ve bagintilarin mantik iglemleri ve 6nermeleriyle iligkisini kisaca
belirtelim. ¢ ve 1 kuramizin iki formiili olmak tizere

S =8y = p=9¢
S NSy = Spny
S¢US¢:S§D\/¢

Sp C Sy = (¢ =)

Sp C Sy <= (p=Y) A (p=1)
S¢\Sw:S<pAﬁw

Bu iligkiler kiimeler kuraminin bazi 6nermelerinin kanitini1 bilinen mantik
onermelerine indirger.

Cantor’'un (DerC), (UzC) ve (Seg) ile galigtigini, ancak derledigi kollek-
siyon bir kiime olmadiginda bunu belirttigini, orada gergekte (DerCs)’nin
devrede oldugunu biliyoruz. S, nin bir kiime olmayip bir 6z simf olduguna
ise genelde bir celigkiyle kargilastigimizda karar veriyoruz. Menger [39] maka-
lesinde matematikte bilinen bazi kanitlar: tartigir. (“)rnegin A={peN]|p
asal} kiimesinin sonsuz oldugunun Oklid tarafindan verilen kamti su sekle
de sokulabilir. Herhangi bir B = {p1,...,pn} C A sonlu altkiimesi ve-
rildiginde bir p € A\ B bulunur. Her sonlu B C A i¢in A\ B # ) oldugundan
A sonlu degildir, dd. A sonsuzdur deriz. Benzer bicimde her sayilabilir
X C R igin bir » € R\X sayisimin varhgim kanmitladigimizda R kiimesi-
nin sayillamaz oldugunu ¢ikaririz. Menger’in [39] caligmasindan asagidaki
yeterli olglitii stizebiliriz:

Teorem 2.1.1 (Menger): Bir X sinafinan i é6zellikli her A altsinafi igin
X\A # 0 ise X sinafo b ozelligine sahip olamaz.
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Sonug 2.1.2 ¢ ozelligine sahip ogelerin bir M kimesi nasil verilirse ve-
rilsin, bu ozellige sahip ve M 'de olmayan bir oge bulabiliyorsak S, bir oz
swnaftor.

Kanit. Gergekten de X simifi ¢ 6zelligine sahip olsaydi X C X oldugun-
dan X\ X # () olmas: gerekirdi!

Ekin kanit1: Simdi X := S, bir kiime ve ¢)(A) ise “A bir kiimedir” olsun.
Teoremin kosullar1 saglanir. Oyleyse —tp(X), dd. X bir 6z smiftir. m

Ornek 2.1.3

1. Asal sayilar kiimesinin sonsuz oldugunu kanitlamak isteyelim. X asal
sayilarin kiimesi ve ¢(A) ise “A sonludur” olsun. A C X ve A sonlu
olsun. A kiimesinin 6geleri p1, ..., p, olarak siralansin.

a:=p X - Xpp+1

dogal sayisinin ya kendisi asaldir, o zaman p := a olsun, ya da asal
degildir ve en az bir p asal ¢arpani vardir. Her iki durumda da p ¢
A, dd. X\A # 0. Dolayisiyla —(X), dd. X sonlu degildir yani
sonsuzdur.[]

2. Simdi ¢(x) 6nermesi x ¢ x olmak iizere S, = {z |z bir kiime ve
o(z)} = R Russell smifinin 6z simif oldugunu Menger yontemiyle
kanitlayalim. ¢ (A) 6zelligi “A bir kiimedir” olsun. M C S, altkiimesi
keyfi verilsin. M € M varsayalm. M C S, oldugundan M € S, olur
Bu bizi M € M A M ¢ M celiskisine gotiiriir. Oyleyse M ¢ M, bu
nedenle M € S,\M ve ekten dolay1 S, bir 6z smftir. [J

Ozel bir altsimf: U. Aragtirmalar matematik igin asal dgelere ve asal
ogeler de kullanilarek olusturulan kumelere gerek olmadigimi, U evreninin
bunlar diginda kalan 6gelerinin U altsinifinin matematik i¢in yeterli oldugu-
nu gostermistir. Bu savin dogrulugunu gostermek igin tim matematiksel
nesnelert “kume” olarak tamimlayacagiz. Kabaca soylersek U evreninden
asal ogeler ve bir sekilde asal 6gelere bulagmig tiim kiimeler, dd. en az
bir asal 6geyi iceren kiimeler ve bu tiir kiimelerden birlegsim, kartezyen
carpim, gii¢ kiimesi gibi kiime iglemlerini herhangi bir sira ve sayida uygu-
layarak elde edilen tiim kiimeler atildiktan sonra kalan kisimdir. Ornegin
a,b € U asal dgelerse bu ogeler ve {a}, {a,0}, {{a}}, {a,b,{0}} kiimeleri
U’da degildirler; buna karsm 0, {0}, {0,{0}}, {{{{0}}},{0}} kiimeleri U
"dadirlar. U sinifinin iki temel 6zelligini vurgulayalim:

1. x € U ise x bir kiimedir.
2. zeUANyexr=yecU. (U gegislidir).
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Bu boliimiin sonunda, Neumann silsilesi yardimiyla kazanacagimiz bir V C U
altsimifinin matematik icin yeterli oldugunu 6grenecegiz.

Birlesim ve arakesit sadece iki kiime icin degil 6geleri kiime olan kiimeler
igin, Ozellikle her = € U i¢in de anlamhdir. Bu tiir A kiimelerine kiime
aileleri denir. Her z € U 6gesinin bir kiime ailesi olduguna dikkat ediniz.
A bir kiime ailesi oldugunda

UA=JA={z|3Ac A(zc A)} ve
AcA

(A=) A={z|VAc Az € A)}
AcA

olarak tanmimlanir. Bunlar sirasiyla 4 ailesinin birlesimi ve arakesiti (ke-
sisimi) olarak adlandirihrlar. CKK’de birlegim her zaman, arakesit ise A #
() ise bir kiimedir. A = () durumunda () =? Her z igin

re(|0<=VA(Ach=zc A).

A € (), her A i¢in yanhs oldugundan A € ) = x € A her z i¢in dogrudur,
dolayisiyla sag yan her x icin dogrudur. Bu nedenle sol yan da her x icin
dogrudur. Iyi de bu z djeleri nerden secileceklerdir? Elbette callstigimiz
evrenden. Eger calgtigimiz evrene kisaca E dersek elbette N0 = E ola-
caktir. Bu nedenle, gimdilik E = U oldugundan, ilk bakista yadirgansa da
(0 = U! Ancak geleneksel matematikte U ile ¢alisilmaz. Genel olarak in-
celeme alani olarak bir E kiimesi evren olarak bastan secilir ve olugturulan
kiimelerin bunun altkiimeleri olmasi istenir. Bu durumda () := E olarak
aciklanir.
Bu tamimlarla A, Ao, ..., A, kiimeler olmak iizere

{41} = Ay, (A1} = Ay ve
JfA1, A} = A1 U Ay, [(|{A1, A2} = A1 N Ay
oldugu apaciktir. A ={Ay,..., A} ise

Alﬂ--~ﬂAn::ﬂA:ﬂ{Al,...,An}Ve
AU UAy = A=A A

olarak tanimlanir.
Her A kiimesi ic¢in

P(A) == {X | X C A}

da bir kiimedir ve A kiimesinin gii¢ kiimesi olarak adlandirilir.
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Matematikte kullandigimiz kiimelere iligkin temel iglemler arakesit, birle-
sim, kartezyen carpim ve glc¢ kumesidir. Simdiye kadar karsilagtigimiz ac-
mazlarin bu temel islemlerle hicbir ilsikileri yoktur. Kiimelerin birlesim,
arakesit, kartezyen carpim ve gii¢ kiimelerinin, gercekten kiime olmalari,
(DerC) aksiyomunun, bizi geligkilere gotiirmeyen, dogrudan sonuglaridir.
Aslinda U evreninde (DerC) aksiyomunu tam giicliyle kullanmak gerek-
mez. Her ne kadar bu kitap Aksiyomatik Kimeler Kitab1 degilse de, onu
hazirlayan bir kitap oldugu icin, elimizden geldigince konuyu sunus seklimiz
bizi Aksiyomatik Kiimeler Kuramina hazirlar nitelikte olacaktir. Her yerde
vurgulamasak da bu kitab:1 agagidaki aksiyomlar {izerine kuracagiz:

e (UzCs): Asal égeler ve simiflar birbirine egit olamazlar. Iki asal 6ge
icin egitlik 6zdeslik anlamindadir. A ve B iki sinif olmak tzere

A=B: <= Vr(re€ A<=z € B).

(DerCs): Her ¢(x) formilimiize karsilik bir Y sinufi

Vo (x € Y<=¢(x))

olacak bi¢imde vardar.

(DerZ) X bir kiime ve ¢ kuramamazin bir formili ise {z € X |¢(z)}
de bir kimedir.

(Cift) Her z,y € U icin {x,y} de bir kiimedir.

(Bir) X égeleri kiime olan bir kiimeyse |J X de bir kiimedir’.

(Kiig) Bir kimenin alt ¢okluklary da bir kimedir.

(Gig) X bir kiime ise P(X) ={A| A C X} de bir kimedir.

(Soz*) N bir kimedir.

(Yer) X bir kime, Y bir ssmf ve f : X — Y bir fonksiyonsa X
kimesinin f altindaki resmi de bir kiimedir.

e (Seg) X bos kiimeyi icermeyen bir kime ailesi ise her x € X igin
f(x) € z kosulunu saglayan bir f: X — |JX fonksiyonu vardr.

5X € U ise bu kosul hep saglanir.
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N dogal sayilar kiimemizdense sadece (II.3)’te verilen Peano Aksiyom-
larini saglamasini isteyecegiz. Yine de simdiden oradan kazanilan siralama-
sin1 ve bu siralamanin iyi siralama oldugunu kullanmakta bir sakinca gorme-
yecegiz. Aksiyomatik Kiimeler Kuraminda (Soz*) aksiyomunu (Soz) (I1.19)
diyecegimiz bir bagka aksiyomla degistirecegiz. Bu aksiyom bize dogal sayila-
rimizi tiim bu oOzellikleriyle veren bir aksiyom olacaktir.

A ve B iki kiime ise (Qift)’ten dolay1 X := {A, B} bir kiime, (Bir)’den
doly1 ise | J X = A U B bir kiimedir. Yine A bir kiime oldugundan (DerZ)
ile

ANB={ze€Alze Byve AAB={x€ A|z ¢ B}

birer kiimedirler. Iki kiimenin birlesimi de bir kiime oldugundan X bir ¢z
sinafsa her A kimesi i¢in X\ A da bir 6z sinaftur. Ozellikle her A kiimesi
icin U\A bir 6z siftir. A bir kiime ailesi ise (Bir)’den dolay1 |J.A bir
kiimedir. Ayrica A # () ve A € A ise (DerZ) ile

(NA={reA|vX € A(z € X)}
de bir kiimedir. N bir kiime oldugundan (DerZ) ile ) = {z € N |z # z} de

bir kiimedir.

Uzlagma: Jimdilik U evreninde calisiyoruz. Tlerde U'da cahisacagiz, daha
sonra ise V evreniyle tamigacagiz. Eger calistigimiz evren E ise {z|¢(x)}
ifadesinin anlami {z |z € E A p(z)} olacaktir. E’de galisirken Vz ve Jx
niceleyicilerinin = degiskeni degerlerini elbette E evreninde alir. A C E
oldugunda agagidaki kisitlanmig niceleyicileri de kullanacagiz:

Ve € Ap(z) <= Vo (v € A = p(z)).
dr € Ap(x) <= Jz (z € AN p(x)).

Simdi evrenimiz bir E smifi olsun ve tim inceleyecegimiz kiimeler E
simifinin altkiimeleri olsunlar. Bu durumda A C E igin E\A yerine kisaca
A°¢ yazacagiz ve buna kisaca A kiimesinin tiimleyeni diyecegiz.

Tiimleyen Kurallari: A CE, B C E, A bir kiime ve her A € Aigin A C
E olmak {izere

1. )°=E, E° =0, (A°)° = A.
2. AC B<«= B¢ C A“.
3. (ANB)“ =AU B (AUB)° = A°N B¢ (De Morgan Kurallar)

Kurallari).
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Problemler: A, B, C simflar olmak tizere:
Problem 2.1.1 () = {z|x # x} kiimesinin

1. Higbir oge icermedigini,

2. Her A simifinun altkimesi oldugunu,

8. Bu iki 6zellikten her birinin bu kiimeyi tek olarak belirledigini gdste-

riniz.

Problem 2.1.2 Her a,b € U igin {a} := {x|z = a} olmak iizere

1. {a,b} = {b,a},

2. {a,a} = {a},

3. a € A<= {a} C Aoldugunu gosteriniz.
Problem 2.1.3 Arakesit Ozellikleri: Her A,B ve C kiimeleri igin

1. AnNB=BnNA,

2. An® =0,

3. AN(BNC)=(ANB)NC =ANBNC,

4. ANA=Ave AC B<= AN B = A oldugunu kanitlayiniz.
Problem 2.1.4 Birlesim Ozellikleri:

1. AUB=BUA,

2. AU = A,

3. AU(BUC)=(AUB)UC =AUBUC,

4. AU(BUC)=(AUB)UC =AUBUC oldugunu kanitlayinaz.
Problem 2.1.5 Dagiam Ozellikleri:

1. AN(BUC)=(ANB)U(ANC) ve

2. AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC) oldugunu kanatlayinz.

Problem 2.1.6 Her A kiimesi i¢cin AU B = A ise B = 0 oldugunu
kanitlayinaz.
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Problem 2.1.7 Tumleyen kurallariny kantlayiniz.

Problem 2.1.8 A\B = AN B°.

Problem 2.1.9 AAB := (A\B) U (B\A) olmak tzere
1. AAB = BAA, AA(BAC) = (AAB)AC

2. AAD = A ve AAA =0 oldugunu kanitlayinaz.

Problem 2.1.10 A kimesi siraswyla 0, {a}, {a,b},{a,b, c} oldugunda P(A)
kimesini bulunuz.

Problem 2.1.11 A kimesi n égeli ise P(A) kimesinin 2" égeli oldugunu
kanitlayinaz.

Problem 2.1.12 A ve B kumeler olmak tzere
1. P(A)NP(B) =P(ANB) ve

2. P(A)UP(B) C P(AU B) oldugunu kanitlayinz. Ikinci énermede C
olabilecegini ornekleyiniz.

Problem 2.1.13 E bir kiime ve A C P(E) olmak dzere
1. NacaP(A) = P(NA) ve
2. UneaP(A) CP(UA) oldugunu kanatlaymmaz.
Problem 2.1.14 Menger yontemini kullanarak

1. N dogal sayilar kiimesinin sonsuz oldugunu,

2. T, U ve U sinaflarnan 0z simaf olduklaring kanstlayinaz.

2.2 BACINTILAR VE FONKSIYONLAR

a ve b evrenimizde iki 6ge olmak iizere (a,b) siral ikilileri temel kavram-
lardandir®. Genelde (a,b) gibi bir ifadeye sirali ikili der ve aralarinda
esitligi

(a,b) = (¢,d) <= (a=¢c) AN (b=d)

6Kiimeler kurami kitaplarinda (a,b) yerine artan bigimde (a,b) gdsterimi kullanilmaktadir.
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ile tanimlariz. Ancak bizim igin sirali ikililerin nasil tanimlandiklar: énemli
degildir, onemli olan nasil tamimlanmig olurlarsa olsunlar bu tanimin yu-
karidaki kosulu saglamasidir. Amacimiz dogrultusunda (a,b)’yi bir kiime
olarak tanimlayacak ve bu kosulun saglamasini garanti edecegiz. Bunlari
saglayan tanimlardan en ¢ok benimsenen tanim, Kuratowski'nin

(a,b) :=={{a},{a,b}} swrah ikili

tanmmudir. Bu tanimda (a, b) bir kiimedir ve yukaridaki istenen kogulu saglar.
(a,b) = (b,a) <= a = b oldugu, dd. (a,b) # (b,a) <= a # b oldugu
apaciktir. A, B simflar1 icin

Ax B :={z|z=(a,b)Nac ANbE B}.

sinifina A ve B siniflarinin kartezyen ¢arpimi denir. A ve B birer kiimeyse
AU B bir kiime, ardindan iki kez (Giig) kullanirsak P(P(AU B)) bir kiime
olur. Buradan da (DerZ)’den dolay1

Ax B ={(a,b) € P(P(AUB))|a€ ANb€E B}

de bir kiimedir.

Her n € N igin A,, stmflar1 ve a,, € U ogeleri verilmig olsunlar.

{ai} ={z|z=a1} = {a1, a1},

{a1,...;ans1} =AHa1,...,an} U{ans1}.
(al) = a17.

(a1,a2) = {{a1},{a1,a2}} ve n > 2 i¢in
(a1, an,ant1) = ((a1,-..,an), ant1)

ve her n > 1 dogal sayisi1 icin
Ay x oo x Ay i={(ar,...,ap) a1 € Ay,...,a, € Ap}.
A=A =...= A, 6zel durumunda ise
A" = A x --- X A,
Bu tanimlarla n > 2 icin
Ay X oo X App1 = (A1 X -+ X Ap) X Apga

oldugu agikardir. Daha 6nce 6grendiklerimizden {ai,...,a,}, (a1,...,a,)
ve Ay, -, A, kilmelerse Aq X- - - A, ’nin de birer kiime oldugu asgikardir. Bu-
rada 6nemli olan tiim bagintilari bilmek igin ki sinifin kartezyen carpimini
bilmenin yeterli oldugudur. Bundan ileride yararlanacagiz. Ayrica

(al,...,an):(bl,...,bn)<:>a1:bl/\---/\an:bn
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oldugu kolayca gosterilir.

Not 2.2.1 Hemen hemen hicbir okurun ve meslektaglarimin gogunlu-
gunun, rastlanti eseri ciddi bir kiimeler kurami dersi almamis veya bu ko-
nuyla ciddi olarak ilgilenmemis ise, (a1,...,an4+1) ve {ai,...,an4+1} igin
timevarimla yukarida verilen tanimlara bir itirazlar: olacagini sanmiyorum.
Bana da boyle Ogretildi, ben de bdyle 6grettim. Ancak yine de bunlar
gercekte tanim degillerdir. Bunlar tanimlarin elenebilirlik koguluna uymaz-
lar. Bunlar1 kusursuz tanimlara doéniigtiirmeyi deneyiniz. (I1.4)’te bunlar
ayrintili tartisacagiz.[]

R C Ay x Ay x --- X A, ise R bir n-li (n basamakl, n yerli) bagintidir
denir. R C A™ ise R, A’da bir n-li bagintidir denir ve

(a1,...,an) € R yerine R (ay,...,a,)

de yazilir. Tkili bagintilar ¢cok énemlidir. R’nin A’da bir ikili bagint1 olmasi
durumunda

(z,y) € R yerine 2Ry ve (xRy A yRz) yerine x RyRz

de yazacagiz.

Biz ozellikle R C A x B ikili bagintilariyla ilgilenecegiz ve bundan sonra
onlardan kisaca A’dan B’ye bagintilar olarak s6z edecegiz. Ozel olarak A =
B,dd. RC A x A ise R, A sinifinda bir bagintidir diyecegiz.

Tamim 2.2.2 A, B ve C swnuflar olsunlar. R € A x B, S C B x C wve
X C A, Y C B olmak tizere

1. tanR = {x € A|3y € B (zRy)}, (R'nin tansm bédlgesi )
resR:={y € B|3z € A(zRy)}, (R’nin resim bolgesi )

R :={(y,z)| *Ry}, R’nin tersi

R[X]:={y|3z € X (zRy)}, (X stnifinin R altinda resmsi )
R7YY]:={2|3y € Y (zRy)}, (Y simfiran R altinda ters resmi)

S & e e

R|X :=RN(X xA), ayrica A= B ise R||X := RN (X x X), (R’nin
siraswyla X ‘e tanwm bélgesi ve alan olarak kisitlanmasi)

7. SoR:={(x,2)| Iy € Y (xRy AySz)}, (S ve R nin bilesimi ) denir.

Not 2.2.3 R, A smifindan B sinifina bir bagint1 ise R~!, B simifindan
A smifina bir bagintidir. Y'nin R altinda ters resmi ise Y’'nin R~! altinda
resminden bagka bir sey degildir. [J
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Onerme 2.2.4 Swrali ikililerden olusan herhangi bir R kiumesi verildiginde
A ve B kiimeleri R C A x B olacak bi¢imde vardir.

Kanit. z = (a,b) € R ise x = {{a},{a,b}} oldugundan {a},{a,b} €
R* :=|JUR = U,cp = olur. Bu nedenle a,b € R** := [J R* olur. R bir kiime
oldugundan R* bir kiimedir ve R* bir kiime oldugundan R** bir kiimedir.
Bu nedenle A := {a € R*|3b € R* (a,b) € R} ve B:={be€ R*|Ja €
R** (a,b) € R} olarak alirsak (DerZ)’den A ve B’nin kiimeler oldugu ve
R C A x B’nin saglandig1 kolayca goriiliir. m

Tanim 2.2.5 A, B siniflars ve F' C A x B bagintisy verilsin.
1. Her (a,b),(a,c) € A x B igin
(a,b) e FA(a,c) e F=b=c (2.3)

saglanmassa ' bir fonksiyondur denir. Ayrica tanF = A iseF, A
stnifindan B sinifina bir fonksiyondur denir vebu F: A — B

veya A s Be gasterilir.

2. F bir fonksiyon ve (a,b) € F ise F(a) := b olarak tanimlanur; b’ye
a’min F altindaki resmi veya F'nin a’daki degeri denir.

3. AB := {f| f bir kiime ve f : A — B} ile A simfindan B sufina

tansmle tiim kiime olan fonksiyonlarin sinify gosterilir” .

4. F: A — B bir fonksiyon ve resF' = B ise F' fonksiyonu értendir
veya f, B tizerine bir fonksiyondur denir.

5. F 1 A — B ve tamim bolgesindeki her x,y i¢in F (z) = F (y) =
x =y ise F fonksiyonu birebirdir denir. Orten ve birebir fonksiyon-
lara kisaca tameslemeler denir.

CKK’da bizi 4 B sadece A ve B ’nin kiimeler oldugu durumda ilgilendirir.
Bu durumda A x B ve onun tiim altsiiflar1 da bir kitmedir. Oyleyse A ve
B kiime iseler her f: A — B fonksiyonu da bir kiimedir. A x B bir kiime
oldugunda A x B ve dolayisiyla P(A x B) birer kiimedirler. 4B C P(A x B)

oldugundan su sonuca ulasiriz: A ve B kiime iseler 4B de bir kimedir.

Uzlagma: Birebir, orten ve tameglemeler icin sirasiyla

7_»7‘:>

7Eski kaynaklarda 4B yerine B4 gésrerimi yaygindir.
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oklarini kullanacagiz. Bir fonksiyonun gosteriminde higbir sey sOylemeden
bu oklar1 kullanildigimizda o fonksiyonlarin birebir, 6rten veya tamesleme
oldugunu belirtmis oluruz. Fonksiyonlar i¢in bazen

F:A— B (x~ F(x))
gosterimini de kullanacagiz. Ornegin
F:R—R(z~ 22%—1)
yazdigimizda kastedilen
F={(z,223-1)|2,223 —1c R} CR xR

fonksiyonu olacaktir.
Tanimlardan elbette

F:A— B<=tanF =AANVze Adly € B((z,y) € F).

F: A — Bise her X C Aigin F|X : X — B oldugu apagktir; F|X
fonksiyonuna F' fonksiyonunun X sinifina kisitlanigi denir.

Her seyden once () bir bagintidir hatta her B smmfi icin () : ) — B bir
fonksiyondur. Buna karsin A # () ise bir F' : A — () fonksiyonu yoktur!
Bu durumda %0 # 0 ancak A # 0 ise 40 = @ olur! A ve B simflar olmak
iizere A x B bir bagmntidir ve (A x B)™" = Bx A. I := {(z,2) |z € A}
bagintist A simmfindaki 6zdeslik bagintisidir; gercekte 4 : A — A bir
fonksiyondur, A sinifinin 6zdeglik fonksiyonu olarak adlandirilir ve her
x € Aicin I4(z) = x.

A ve B bog olmayan smiflarsa

PL:AXB—»Aveps: AxB—»B
orten izdiigsiim fonksiyonlari

p1 = {((z,y),2) | (x,y) € A x B} ve po == {((z,y),y) | (z,y) € A x B}

olarak verilmislerdir. Yukaridaki uzlasmadan dolay1
pr:AxB—> A((z,y) ~z) vepa: Ax B — B ((z,y) ~ y)

de yazabiliriz.

Burada ve ileride de n degigskenli bir f fonksiyonun (x1,...,x,) deki
degerini f((x1,...,2,)) yerine yalin bicimde f(z1,...,x,) ile gosterecegiz.
Bu uzlagmayla p1(z,y) = « ve pa(z,y) = y olur.
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X ve Y iki kilme ve R C X X Y bir bagint1 olsun. Bu bagint1 her A C X
kiimesine tek olarak belirli bir R[A] € P(Y) ve her B C Y kiimesine tek
olarak belirli bir R7![B] € P(X) kiimesi karsilik getirir. Dolayisiyla bu
R bagmtisy, karigikhiga yol acmayacagini umarak yine R ve R™! ile goste-
recegimiz

R:P(X) — P(Y)ve R :P(Y) — P(X)

fonksiyonlarini1 tanimlar. Simdi bu fonksiyonlarin 6nemli 6zelliklerini vere-
lim.

Teorem 2.2.6 R C X x Y ise her A, B € P(X) her A C P(X) icin:
1. R[) = 0.
2. R[AUB] = R[A|UR[B], RIA N B] C R[A] N R[B].
3. RIA\R[B] € RIA\B], R [UaecaA] =Usea R[A].
4 RNacaA] € NacaR[A].

Kanit. Odev. =m

R~ de bir bagmt1 oldugundan bu teoremde A, B € P(Y) ve A C P(Y)
olmak iizere R gordiigiimiiz her yerde R~! yazarak elde ettigimiz teorem
de dogrudur. Bunlar 6zellikle bir f : X — Y fonksiyonu i¢in dogrudurlar.
Ancak f : X — Y durumunda f~! : P(Y) — P(X) fonksiyonunun
ozellikleri daha da giizeldir.

Teorem 2.2.7 f: X — Y ise her A, B € P(Y) her AC P(Y) i¢in:
L fHANSTB) = fHA\B], ozellikle X\f~'[A] = f71[Y\A].
2. [ Uaea Al =Uaca AL
3. A#0dse f71 [NacaA] = Naca fAL
Kanit. Odev. m

Teorem 2.2.8 R C Ax B,S C Bx C veT C C x D bagntilar olmak
uzere:

1. To(SoR)=(ToS)oR.
2. (SoR)'=R oS,

3. (RY) ' =R
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4. X C Aise (SoR)[X] = S[R[X]].
5. R ve S fonksiyonlarsa S o R de bir fonksiyondur.

Kamt. Odev. m

A ve B smiflar olmak iizere F : A — B fonksiyonu verilsin. F~! C
B x A bagimntisimin B sinifindan A sinifina bir fonksiyon tanimlamasi icin
her seyden 6nce tanF~' = B olmasi gerekir. resF = tanF ! oldugundan F
orten olmalidir. Ayrica F~! icin (2.2.5)(1) saglanmalidir, dd. (2, %), (2,y) €
F!''—= 2 =y,dd. (z,2),(y,2) € F = 2 = y. Ancak F bir fonksiyon
oldugundan bu tam da F(x) = z = F(y) = x = y anlamima gelir ve
F fonksiyonun birebir olmasi gerektigini soyler. Ozetle F~! bagmtisinn
B smifindan A smifina bir fonksiyon tamimlamas: icin F fonksiyonunun
bir tamesleme olmasi gereklidir. Bunun yeterli oldugu da apaciktir. F' :
A — B bir tamesleme ise F~! : B — A de bir tameglemedir. A ve B
kiimeler oldugunda F ve F~! ¢ift anlamh kullanilmaktadir: F : A — B ve
F :P(A) — P(B), benzeri F~! icin gecerlidir. Ancak bu kullanim hicbir
zaman sorun yaratmamigtir.

Tanim 2.2.9 R, A sstmfinda bir bagintr olmak tzere:

1. R yansvmalidir : < Vx € A (xRzx).

2. R yanswmasizdir <= Vr € A(—zRx).

3. R bakigymhidwr <= Vz,y € A (tRy=—yRx).

4. R ters bakisymlidir <= Vr,y € A (xRy NyRe=—1x =vy).
5. R geciglidir :<—=Vz,y,z € A (xRy N\yRz—xRz).

6. R baglantilbidir <= Vz,y € A (xRyV z =yVyRx).

7. Yansimali, bakisimly ve gecisli olan bagintilara denklik bagintilar:

denir.
B C A olmak dzere R||B yansimali, yansimasiz, bakisyiml vb. .... ise R,
B’de yansimalidir, yansimasizdir, bakisimlidur vb. ... denir.

Upyar:: Bir bagintiya “yansimali degilse yansimazdir” demedigimize dik-
kat ediniz. Gercekten de

R yansimali degilidir. <= 3z € A(—zRx).

Bu ise genelde (2.2.9)(2)’den farkhidir.
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Tanim 2.2.10 A stmfinda bir R bagintist verilsin. R bagintist yansimasiz
ve gegigli ise A’da bir (yansimasiz kismi) siralama bagintisidir de-
nir. Eder R bagintist yansimasiz, gecisli ve baglantily ise buna A sinifinda
bir (yansimasiz) dogrusal swralama denir. Eger R bagintist yansimal,
ters bakigiml ve gegisli ise A sinafinda bir yansymaly (kismi) swralama
bagintisidir denir. Ayrica baglantily olan yansymaly (kismi) siralamalara
yansimaly dogrusal siralamalar denir®.

R bagintisinin yansimali olmasi I4 C R ile es anlamli, yansimasiz olmasi
ise RN Iy = 0 ile es anlamhidir. Bu nedenle A kiimesinde herhangi bir
R ikili bagintisi verildiginde buradan kolayca R := R U I4 yansimali ve
R~ := R\I4 yansimasiz bagintilarina gegilebilir. Bu gegisler standarttir ve
R yansimasiz bir bagint1 ise (R)™ = R ve eger R yansimal bir bagint: ise
(R™) = R oldugu apaciktir. Ornegin N kiimesinde R bagmtisi < yansimal
dogal siralama bagintisi ve S ise < yansimasiz dogal siralama olsun. Bu
durumda R~ = S ve S = R. Bu nedenle ister < benzeri ister < ben-
zeri bagintilardan yola ¢ikalim digerine gecis bellidir. Kismi siralama kav-
raminda bir fikir birligi yoktur. Kimi yazarlar bundan yansimasiz ve gecisli
bagintilar: anlarlar, ki biz de bunu anlayacagiz, kimileri ise yansimali, ters
bakigimli ve gecisli bagintilar1 anlarlar.

Bundan sonra < ile herhangi bir R yansimasiz kismi siralamasiny goste-
recegiz. Bu siralamaya iligkin R yansimali kismi siralamasini ise < ile goste-
recegiz. Eger bir yansimali S kismi siralamasindan yola ¢ikmigsak bunu <
ile gosterecegiz ve buna ilgikin yansimasiz S~ siralamasini ise < ile goste-
recegiz. Bu durumda hangisinden yola ¢ikmig olursak olalim < ve < imlerini
bir arada kullandigimizda aralarinda daima

rLys<=zr<yver=y
gegerli olacaktir. =(z < y) yerine bazen kisaca x £ y yazacagiz.

Tanim 2.2.11 X swnsfinda bir R yansimasiz kismi siralama bagintisy ve-
rilsin. A C X bir altsinaf ve y € X olsun. y dgesi R bagintisina gore A
altsinifinan

1. bir dst stneridar <= Va € A (a =y V aRy) <= Va € A aRy,
2. bir 6z st symaridir <= Va € A aRy <: ARy,

3. bir alt sinaridar <= Va € A (y = aV yRa) <= Ya € A yRa,

8 Ayrac icindeki sozciikleri, vurgulama gerekmedikce kullanmayacagiz.
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4. bir 6z alt sytnwridir ;<= Va € A yRa <= yRA,
5. bir buyik (maksimal) 6gesidir:<—= y e AANVa € A ~(yRa)),
6. bir kii¢lik (minimal) 6gesidir:<= y € ANVa € A —(aRy)),

7. en biyik égesidir (maksimumudur) <=y € AANVa € A (a #
y = aRy),

8. en kigiik dgesidir (minimumudur) <=y € AANVa € A (a #
y = yRa),

9. en kii¢ik iust siniridwr (supremumudur):<= y, A’mn st sinar-
lary ssnafinen en kicik dgesidir,

10. en kigilik 0z tst sinwridwr (6z supremumudur):<— y, A’'nin éz
ust stmarlarinan sinafiman en kiicik 6gesidir,

11. en bliyik alt stmrider (infumumudur):< y, A 'nin alt siarla-
rinan sinafinan en biiyik 6gesidir,

12. en biylik 0z alt symwrdwr (0z infumumudur):<—= y, A'mn iz
alt sinarlary sinafiman en biytik dgesidir denir.

Eger varlarsa A sinifinin en bliylik 6gesi maxg A, en kiiciik 6gesi ming A,
supremumu supp 4, 0z supremumu supE A, infumumu infz A ve 6z in-
fumumu ianﬁA ile gosterilir. Incelemede R belli oldugunda genelde yalin
olarak max A, min A, sup A, inf A, sup™ A4, infT A yazacagiz. supEA ve
sup™ A formiillerde

sﬁ—p A ve sﬁrp A
R

olarak goriinecektir.

Not 2.2.12

1. Elbette bunlardan bazilar olabilecegi gibi hicbiri de olmayabilir. Or-
negin X = Z ve R ise tam sayilardaki dogal siralama ise A = Z
kiimesinin iist ve alt sinirlari, en biiyiik ve en kiiciik 6geleri, supremum
ve infumumlar: da yoktur.

2. Ornegin X = Nve R =< dogal siralama olsun. A = {3,5} ise sup A =
5,supt™ A = 6,inf A = 3,infT A = 2.
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3. a,b,c,d,e, f farkh 6geler, X = {a,b,c,d,e, f} olmak iizere

R ={(a,b),(a,c),(a,d), (a,e), (b, c), (b,d), (be), (c,d), (f, f)}

olsun. A = {b,c}, B = {e, f}, C = {f} olsun. max A = ¢ = sup A4,
supt A = d, minA = b = inf A, inf™ = A = a, B kiimesinin hicbir
tirden alt ve st sinirlari, dolayisiyla higbir tiirden supremum ve in-
fumumlar: olmadigi gibi en biiyiik ve en kiigiik 6geleri de yoktur.
maxC = minC = supC = inf C = f, ancak supt C ve inft C yok-
tur. O

Ozellikle analizde < yansimah kismi siralamalariyla calisinz ve orada
y € X, A igin bir alt siirdir ;<= Va € Ay < a ve
y € X, A igin bir tst siirdir :<=Va € A a < y.
Bir a € A 6gesinin bu A kiimesinin bir kiigiik 6gesi olmasi, A kiimesinde
a 6gesinden daha kiigiik 6ge olmamasi demektir. Bu a 6gesinin A kiimesinin
en kiiciik 6gesi olmasi ise bu 6genin A kiimesinin tiim diger 6gelerinden daha
kiiciik olmasi demektir. Benzeri belirlemeleri biiyiik ve en biiyiik 6geler icin
yapiniz.
Not 2.2.13 Denklik bagintilariyla sikca karsilagiriz ve bunlar cok énemli-
dir. R, X smifinda bir denklik bagintisi olmak {izere her y € X igin

[Ylr :={z € X|zRy} = {z € X |yRx}

sinifina y 6gesinin R bagintisina gore denklik sinifi denir. Son esitlik
R bakisiml oldugu igin dogrudur.

Simdi ayrica X bir kiime olsun. Pr := {[z]r|z € X} C P(X) ailesinin
su lig ozelligi vardir: Her [z|g, [y|r € Pg i¢in

i) [lr #0.
it)  [alr # [Wlr = [elr N [ylr = 0.
iii) X =JPr.

Ayrica
(ii) <= ([z]r N [y]r # 0 = [z]r = [y]r))

oldugu agikardir. Bu {ig 6zellige sahip bir A C P(X) ailesine X kiimesinin
bir parcgalanis: denir; bagka sozlerle A bog kiimeyi icermeyecek, | J A = X
olacak ve son olarak A bir ayrik aile olacaktir. A ailesinin ayrik olmasi
ise A ve B bu aileye ait herhangi iki farkli kiimeyse A N B = () olmasi
demektir. Bir X kiimesindeki her R denklik bagintisi, X kiimesinin bir
Pr = {[z]r |z € X} parcalanmasin: verir ve tersine X kiimesindeki her A4
parcalamasi ise

xRAy <= 3JAc Az € ANy€eA)
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ile aciklanan bir R4 denklik bagmtis1 verir. Rp, = R ve Pr, = A oldugu
kolayca goriiliir. Boylece X kiimesindeki denklik bagintilar: ve parcalanma-
lar birlerini karsilikly olarak belirlerler.(]

Birlesimlerin gosterimlerinde asagidaki uzlagsmay: yapacagiz:

A ve B ayriksa AU B yerine AU B
A bir ayrik aileleyse U A yerine |_| A

yazacagiz. Hicbir sey sOylemeden bu imleri kullandigimizda s6z konusu
kiimelerin veya ailenin ayrikligi kendiliginden anlasilacaktir.

Pr uzay: genel olarak X/R ile gosterilir ve bu kiimeye X kiimesinin R
denklik bagintisina gore boliim uzayi denir. X kiimesinden X/R kiime-
sine her z i¢in ¢(z) := [z]g ile tammlanan dogal bir fonksiyon vardir.
Bu ¢ : X — X/R orten fonksiyonuna boliim fonksiyonu veya boliim
doniisiimii denir. ¢ fonksiyonunun R bagintisi ile iligkisini vurgulamak
istersek ¢ yerine qr yazacagiz.

Bir Fonksiyonun Dogal Pargalanisi: Herhangi bir f : A — B fonk-
siyonu verilsin. Her y € B igin

A=yl = {z e Al f(2) =y}

kiimesine f fonksiyonunun y tizerindeki sap1 denir. Bu saplarin S = {Ag |
y € resf} ailesi, f ortense, A kiimesinin bir pargalamigidir ve A kiimesinde
bir R denklik bagintisi tanimlar. Her z1,z9 € A icin

$1R3§‘2 e f(xl) = f(.%‘g)

Bu nedenle her z € A icin f([z]g) := f(x) ile bir f : A/R = f[A]
tameglemesi tamimlanir. i : f[A] < B birebir doniigimi ise i(y) = y
ile tanimlanmis dogal gomme olmak tizere

7 ; _
AL A/RE fIA]S B ve f=iofoq

dogal parcalanisini elde ederiz.

Kiime Aileleri: I, FE iki kiime ve f : I — P(FE) bir fonksiyon olsun.
i € I i¢in A; = f(i) yazarsak, (Yer)'den dolay1 f[I] = {A;|i € I} bir
kiimedir. f[I] kiimesine E’de bir kiime ailesidir denir. Bu aile bazen
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{A;}icr olarak da gosterilir ve agagidaki gosterimler yaygindir:

UAi iZUf[I] ={z|Jiel(zed)}

el

(A= flI]={z|Viel(xecA)}, (I+#0)

i€

HAi ={flf:1— UAZ- ve her i € I igin f(i) € A;}.
i€l el

Bu gosterimlerle es anlaml olarak | J;o; As, (;c; Ai ve [ ;o7 Ai gosterimleri
de kullanilir. Bir f : I — X doniigiimii bazen x; := f(i) olmak {izere
(x;)icr olarak da gosterilir. Bu gosterimle

el
olur.

Teorem 2.2.14 Asaqidaki dnermeler denktirler.

1. Se¢me Aksiyomu.
2. Her i eI igin A; # 0 ise [[,c; As # 0.

Kamit. 1 = 2: A := {A;};cs kiime ailesi verilsin. Her i € I igin A; # ()
ise Segme Aksiyomundan dolay: bir s : A — [J A segen fonksiyonu her
A; € Aicin s(A;) € A; olacak bigimde vardir. g : I — A fonksiyonu her
i € I i¢in g(i) := A; olarak tammmlansm. f:=sog:I — (JAveherie I
icin f(i) = s(g(i)) = s(A;) € A; oldugundan tanmim geregi f € [[.c; A

2 = 1 : {A;}icsr kiime ailesi verilsin. Her 7 € I igin A; # ) ise var-
sayimdan dolay1 en az bir f € [[,c; A; vardir. Her @ € I igin f(i) € A;
oldugundan s(A4;) := f(¢) ile tanimlanan s : A — |J A fonksiyonu Se¢me
Aksiyomunun istedigi bir segen fonksiyondur. m

Problemlerdeki tiim nesneler kiime olsunlar.
Problem 2.2.1 (a,b) = (¢,d) <= (a = ¢)A\(b = d) oldugunu kanitlayiniz.

Problem 2.2.2 Hern > 1 dogal sayist i¢cin
(al,...,an) = (bl,...,bn) <~ a1 =biA---Na, =b,
oldugunu gosteriniz.

Problem 2.2.3 Asagidaki énermeleri kanitlayiniz:

1. (AUB)x X =(Ax X)U (B x X).
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2. (ANB)x X =(Ax X)N (B x X).
3. (A\B) x C = (Ax C)\(BxC).
4. Ax B=0<+= A=0 veya B =0.
Problem 2.2.4 Asagidaki énermeleri kanitlayiniz:
1. ACX veBCY ise AxBCXxY.
2. AxB#0ise AXBCXxY <= ACX veBCY.
3. AxB=AxCveA#ise B=C.

Problem 2.2.5 Kamiti verilmeyen tim teoremleri kanitlayinaz.

Problem 2.2.6 A kimesindeki bir R bagintist icin asagidakileri kanatla-
Yinaz:

1. R yanstmalhdir <= I, C R.
2. R bakisimhdir <= R C R™1.
3. R gecislidir < Ro R C R.

Problem 2.2.7 R, S C A x B bagintr iseler RUS ve RN S nin de birer
bagintr oldugunu ve (RUS)™ = R-'US™twe (RNS)™t =R 1NS!
oldugunu kanatlayiniz.

Problem 2.2.8 R yansimasiz bir baginti ise (R)~ = R ve eger R yansimal
bir bagints ise (R™) = R oldugunu gdsteriniz.

Problem 2.2.9 X kimesinde bir R denklik bagintist verilsin. Her x,y €
X icin

1. [z]r # 0,
2. []r # lylr == [z]r N [ylr = 0, (ii) <= ([z]r N [y]r # 0 = [z]r =
WIR)),

3. X =U,exlzlr oldugunu kanatlayinaz.

Problem 2.2.10 R # (), A kiimesinde denklik bagintilarindan olusan bir
kiime ise [\ R 'nin de A kiimesinde bir denklik bagintisi oldugunu gésteriniz.

Problem 2.2.11 B kiimesinin daima tek geli iken A # 0 ise 20 = 0
oldugunu gosteriniz.
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Problem 2.2.12 1. A’dan B’ye birebir olmayan bir fonksiyon varsa
A#0, B#0.

2. A’dan B’ye érten olmayan bir fonksiyon varsa B # ().

Problem 2.2.13 {I;}je; bir kime ailesi, K = J;c;I; ve {Ax}rer bir

kiume ailesi olsun.
Ua-U({Ua

keK jeJ \i€l,

ve ayrica J # O ve her j i¢in I; # () ise

Na=N[Na

keK jeJ \i€l,
oldugunu kanatlayiniz.

Problem 2.2.14 B bir kime ve {A;}icr, {Bj}jes ki kime ailesi olmak
tizere asagidakiler: kanitlayiniz.

1. BN (Ujer Ai) = Ui (BN Ai), BU(Miep Ai) = N (BU A3,
2. (Uier 4i) N (Ujes Bi) = U jerxs (4i N Bj),

3. (Mier A) U (Njes Bi) = Niijrerxs (Ai U By), (I #0,J #0),
4. (Uier 4i) X (Ujes Bj) = Ui jyerxa(Ai x Bj),

5. (Mier Ai) X (Njes Bi) = Neijyerss(Ai x Bj), (I #0,J #0).

Problem 2.2.15 [ : X — Y birebir ve I # () olmak tizere X kiimesinde-
{A;}icr ailesi verilmisse

F((A) = f(A
iel iel
oldugunu kanitlayiniz ve f’nin birebirliginden vazgecilemeyecegini ornekle-
YIniz.

Problem 2.2.16 f: X — Y wve h : X — Z fonksiyonlar: verildiginde
asaqidaki énermeler denktirler:

1. Birg:Y — Z déniistimi g o f = h olacak bi¢imde vardr.
2. Yu,v € X (f(u) = f(v) = h(u) = h(v)).
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3. VyeY3dze Z(X]Cxh.

Problem 2.2.17 X kiimesinde bir R denklik bagintisy ve bir f : X — Y
fonksiyonu wverilmis olsun. q¢ : X — X/R bolim donisimi olmak fizere
asaqrdaki onermelerin denk oldugunu kanitlayiniz:

1. Birg: X/R —Y déniigiimi g o q = f olacak bi¢imde vardur.
2. Yu,v € X (uRv = f(u) = f(v)).
3. Vo € X ([e]r € X} ,).

Problem 2.2.18 X i> Y 45 X ve go f = Ix ise f birebir ve g ortendir.

Problem 2.2.19 X # ( olmak tizere bir f : X — Y fonksiyonu igin
asagidakt onermeler denktirler:

1. f birebirdir.

2. go f = Ix olacak bi¢imde bir g : Y — X fonksiyonu (dd. f’nin sol
tersi) vardur.

8. Her Z kiimesi ve her g,h : Z — X fonksiyonlar: icin fog= foh
ise g = h dir (soldan kisaltma,).

4. f7LP(Y) = P(X) értendir.

5. Her A,B C X icin f(ANB) = f(A) N f(B).
6. Her A C X igin f(X\A) C Y\f(A).

7. Hery €Y dcin f~1({y}) bos veya tek dgelidir.

Problem 2.2.20 Bir f : X — Y fonksiyonu icin asagrdaki dnermeler
denktir:

1. f drtendir.

2. fog= Iy olacak bigimde bir g : Y — X fonksiyonu (dd. f nin sag
tersi ) vardar.

3. Her Z kiimesi ve her g,h :' Y — Z fonksiyonlar: icin go f = ho f
ise g = h dir (sagdan kisaltma).

4. 7L PY) - P(X) birebirdir.
5. Her A i¢in Y\ f(A) =C f(X\A).

Problem 2.2.21 X L.y %, X,gof=1Ix ve fog= Iy ise f ve g birer
tameslemedirler ve f~! = g.
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2.3 DOGAL SAYILAR

Matematigin en énemli kiimesi kuskusuz
0,1,2,3,...
sezgisel dogal sayilarimizin olusturdugu
N={0,1,2,...}

kiimesidir. Kisaca dogal sayilar olarak bildigimiz bu sayilara bu kitapta
sezgisel dogal sayilar veya somut dogal sayilar da diyecegiz. Bir parca
matematik kiiltiirii olan bir okuyucu Kronecker’in su meshur soziinii mut-
laka bir yerlerde okumustur: “Dogal sayilary tanr: yaratty, gerisi insan
igidir”. En azindan bir y1l analiz dersi almig bir 6grenci bu sozlerin ne
anlama geldigini bilir: O, dogal sayilardan yola cikilarak tam sayilarin,
ardindan sirasiyla rasyonel, gercek ve kompleks sayilarin nasil kazanildigini
bilir.

2.8.1 Tekrarly Teorem

Sezgisel dogal sayilarimizin bizim icin en temel 6zelligi her n sezgisel dogal
sayisina kargilik onun bir fazlast veya hemen ondan sonra gelen ardaily dedigi-
miz bir bagka n’ = n + 1 dogal sayis1 olugturabilmemizdir. Boylece eli-
mizde bir / : N — N doniisiimii vardir. Ayrica dogal sayilarla aritmetik
yapabilmek icin onlar hakkinda Peano aksiyomlarindaki bilgilerin yeterli
oldugunu da biliyoruz. Simdi Peano aksiyomlarini verelim.

Peano Aksiyomlari

e (P1)VneN (n'#0).
e (P2)": N—N birebirdir, dd. m' =n' = m = n.

o (P3)® VM (M CN)A(0EM)AVm (me M= m'e M) =
M =N.9

Burada (P3)(2)’iin (sezgisel) tiimevarim ilkesi oldugunu biliyoruz.
Bazen kisaca (STV) olarak gosterecegimiz bu ilkeyi sozlerle dile getirelim:

9(P3)® ifadesindeki (2) iissii bu aksiyomun ikinci dereceden yiiklem mantigina ait oldugunu
belirtir. Burada evrenimiz N dogal sayilar kiimesi oldugundan birinci dereceden yiiklem
mantiginda Vz ve Jx niceleyicilerinin degiskenlerinin alacaklar: degerler N evreninin égeleridir.
Buna karsin (P3)<2) aksiyomundaki niceleyinin degiskeni ise degerlerini N'nin alt kimelerinde
almaktadir!
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Sezgisel dogal sayilar kiimesinin herhangi bir M altkiimesi 0 sayisini icerirse
ve M kiimesindeki her m sayis1 icin m/ sayisida M kiimesindeyse M kiimesi
sezgisel dogal sayilar kiimesinin kendisidir.

Timevarim ilkesi, pratik olarak olanaksiz olan bir sonsuz islemi, 6rnegin
her n sezgisel dogal sayisi i¢in 1) (n) énermesinin kamtlama iglemini, sonlu
adimda, agik olarak iki adimda tamamlama sansi verir. Her n € N sez-
gisel dogal sayisi i¢in bir t(n) 6nermesi verildiginde, her n € N igin bu
onermelerin dogru oldugunun nasil kanitlandigini biliyoruz:

TVI  (0) onermesinin dogru oldugu gésterilir.

TVIL Herhangi bir n € N i¢in (n) dogru varsayldiginda 1(n’)
onermesinin dogru oldugu kanitlanar.

Tiimevarimla kanitin bir diger sekli de vardir:
Her n € N i¢in (Ym < n ¢(m)) = ¢(n) ise ¥n (n).

Her iki geklin de Ny := {n € N|n > k} i¢in uyarlanmg sekilleri de vardir.
Ornegin Vn € Ny, 1(n) kanitlanmak istendiginde 1) (k) kamtlanir. 2) Her
n € Ng i¢in ¢(n) dogruysa 1(n + 1)’in dogrulugu kanitlanir. Bu iki adim
©(n) := 1 (n + k) 6nermesi i¢in TVI ve TVII’den bagka bir gsey degildir.
Tiimevarim ilkesi bize son derece onemli olan tekrarli teoremi verir.
Bunun uygulamalariyla matematikte adim bagi karsilagiriz. Ornegin her n
sezgisel dogal sayis1 i¢in evrenimizde bir a,, nesnesi tanimlamak istiyoruz.
ap tanimlanir. n € N olmak iizere ay,...,a, tanimlandiktan sonra a,41
ogesi ag, ..., a, ler yardimiyla belirlenir. Bu belirleme iglemi onceden ve-
rilmis bir g fonksiyonu yardimiyla yapilir ve an4+1 := g(ao, ..., ay,) olarak
tanimlanir. Bu tiir bir tanimlamaya tekrarh tanimlama denir. Genelde
Gn4+1 tim ag, ..., a, Ogelerine degil daha azina, 6rnegin sadece a, veya sa-
dece a,_1,a,’lere vb... baghdir. Cogu kitapta tekrarli tamimlama olarak
adlandirilan iglemlerin bir kismina, [36]’ye uyarak, tekrarlhh kurma veya
tekrarli se¢gme diyecegiz. Burada yine tanimlanmasi gereken a, nesne-
leri s6z konusudur, ancak bu kez a,'nin ne oldugunu soylemeyip nereden
secilebilecedini soyleriz. Isin karakteri degismistir ve bu uygulamada isin
icine Se¢me Aksiyomu karigir. Bunlara yeri geldiginde ornekler verecegiz.
Az ileride kamitlayacagimiz tekrarli teorem dogal sayilarin siralamalarini
kullanir. Dogal sayilarda siralama heniiz dogal sayilarda hicbir aritmetik
islem aciklanmadan da dogrudun salt ’ ardil doniisiimii yardimyla acikla-
nabilir. Nitekim bunun nasil yapilacaginin ana hatlarini bir sonraki béliimde
verecegiz. Aksiyomtik Kiimeler Kurami kitabinda da siralamayi aritmetik
islemlerden 6nce verecegiz. Diger yandan dogal sayilardaki siralama dogal
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sayilardaki toplama iglemi {izerinden de aciklanabilir. Dogal sayilarda topla-
ma ise Landau’nun [38)’da verdigi, Kalmér’a ait bir kanitla, tekrarli teoreme
bagvurmadan da agiklanabilir. Bu yolu da o6grenelim.

Peano tiimevarimla N’de toplama ve carpma iglemlerini asagidaki gibi
tammlar'?. Her m,n € N icin:

m+ 0 :=m, m-0:=

m+n':=(m+n), m-n:=m-n+m

Ozellﬂgle 1 = 0’ oldugundan her m igin m+1=m+0 = (m+0) = m/
olur. Once toplama iglemini kurtaralim.

Teorem 2.3.1 (Kalmdr) Her m dogal sayisi igin tek olarak belirli bir
tm : N —= N fonsiyonu asagidaki kosullary saglayacak bicimde vardur:

1. tn(0) = m.
2. Vn € Nt (n') = (tm(n)).

Kanit. Teklik: Simdi m € N key fi verilip sabit tutulsun. t,, ve u,, bu
kogullar1 saglayan iki fonksiyon ve

M :={n € N|t,(n) =un(n)}
olsun. Ilk kogsuldan dolay: 0 € M. Simdi n € M olsun (tvk). Buradan
b (1) Z (tan () (i () Z (')
elde edilir, dolayisiyla n’ € M. (P3)® ile M = N.
Varhk: Simdi yine tiimevarimla her m igin bu iki kogulu saglayan bir t,,
dontisiimiiniin varhginmi kanitlayalim.
V := {m € N|iki kogulu da saglayan bir ¢, var}

olsun. ¢y := Iyo0zdeslik dontigiimii her iki kosulu da saglar. Dolayisiyla
0 € V. §imdi m € V olsun (tvk). Her n € N i¢in

tm () = (tm(n))’

10

Bunlar da gergekte tanim degillerdir. Daha onceki yanhs tanimlara kafa yormus olanlar bun-
larin gergekten tamim olmadigini gorebilirler. Dogrusunu 6grenmeye az kaldi!
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olarak aciklansin.

b (0) S (b () 2 (1)) < (b ()’
Boylece t,, fonksiyonu da her iki kosulu saglar ve m’ € V olur. V =N ve
isimiz bitmistir!'. m
Benzeri bir teoremi okur ¢arpma iglemi icin ifade edip kamtlayabilir. An-
cak benzeri bir kanit ), _ .z ve [, ., % igin verilemez. Gegiyoruz.

Tanim 2.3.2 Ym,n € N m +n :=t,(n).

Simdilik bu toplama igleminin degigmeli, birlesmeli vb. 6zelliklerinin kani-
tiyla oyalanmayacagiz. N kiimesinde < ile gbsterdigimiz bir siralama her
m,n € N icin

m<n:<=IpeNpPAOAM+p=n).

ile tanimlanabilir. Bunun bir iyi siralama olduguyla da oyalanmayacagiz.
Simdi sonradan genellegtirecegimiz, son derece 6nemli tekrarl teoremi en
yalin durumda kanitlayacagiz.

Teorem 2.3.3 Genel Tekrarls Teorem : G : N x U—U herhangi bir
fonksiyon ve a € U herhangi bir 6ge olsun. Asagidaki kosullar saglancak
bigimde bir tek f: N —=U fonksiyonu vardr:

(1) f(0)=a
(2) VneN(f(n')=G(n,f(n), (TF) (Tekrarlama Formili)

Kanit. 1. Varlik: Once boyle bir fonksiyonun varhgim kanitlayalim. Her

n € Nigin By, := {m|m < n} olsun. Tiimevarimla her n igin tek olarak
belirli bir f, : B, — U fonksiyonunun
i) fu(0)=a

ii) Her m’ € By, igin f,(m’) = G(m, fr(m))

olacak bi¢imde var oldugunu kamtlayahm. fo : {0} — U ve f5(0) = a
olmak zorunda oldugundan fy gercekten de tek olarak belirlidir. Simdi f,
tek olarak belirli olsun. i) ve ii) yi saglayan herhangi bir f, igin zorunlu
olarak f,/| By = fn olmalidir. ii)’den dolay1 yine zorunlu olarak

fuw(n') = G(n, fu(n)) = G(n, fn(n))

g def b bize a = b esitliginin tanim geregi dogru oldugunu bildirir.
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olmahdir. Oyleyse i) ve ii)’yi saglayan en fazla bir tek fonksiyon vardir,
diger yandan ise f,/|By = fn ve fu(n') := G(n, fn(n)) ile tanimlanan
fu @ By — U fonksiyonu i) ve ii)’yi saglar.

Simdi f : N—U fonksiyonunu her n € N i¢in f(n) := f,(n) olarak
tanmimlayalim. Bir yandan f(0) = fy(0) = a, diger yandansa

f(') = fu(n') = G(n, f(n)) = G(n, fu(n)) = G(n, f(n))

oldugundan f fonksiyonu teoremin iki kosulunu da saglar. B

2. Teklik: Simdi bu fonksiyonun tekligini gorelim. f’ : N—TU teoremin
kosullarim saglayan bir bagka fonksiyon ve E := {n € N| f(n) = f'(n)} ol-
sun. f(0) = a = f’(0) oldugundan 0 € E. Simdi n € F oldugunu varsayhm.

f(') = G(n, f(n)) = G(n, f'(n)) = f'(n)

olacagindan n’ € E elde edilir. Tiimevarim ilkesiyle £ = N, dolayisiyla
f=/[f olur.m

Not 2.3.4 Bu teoremde U yerine herhangi bir A smifi alabiliriz. G :
Nx A — A ve a € A verildiginde yine teoremin kosullarini saglayan bir tek
f N = A fonksiyonu vardir. Gergekten de bu G fonksiyonunu herhangi
bir bigimde bir G:U—U fonksiyonuna genigletelim. Ornegin G |A =G
ve her z € U\A iginse G(z) := z olsun. Teoremden dolay1 f(0) = a ve
vn € N(f(n') = G(n, f(n)) kogullarm saglayan bir f : N —s U fonksiyonu
vardir. Tliimevarimla kolayca aslinda f : N — A oldugu goriiliir. Bundan
dolay: ise B

Wi € N f(n) = Gln, £(n) = G(n, f(n))

olur. Boylece (1) ve (2)’yi saglayan bir f : N — A kamtlanmigtir. Teklik
teoremdeki gibi gosterilir. [

Teorem 2.3.5 Tekrarls Teorem : Bir a € U ogesi ve bir G : U-—0U
dontisumi verildiginde tek olarak belirli bir f : N — U fonksiyonu

1. f(0) = a.

2. VneN f(n')=G(f(n). (TF) (Tekrarlama Formiili)
olacak bicimde vardar.

Sonug: Bir A sinifi, bir a € A dgesi ve bir G : A — A doniigtimi veril-
diginde tek olarak belirli bir f: N — A fonksiyonu 1. ve 2.’yi saglayacak
bicimde vardar.

Not 2.3.6 f fonksiyonu (TF) ile tekrarl tammlanmigtir denir. a, :=
f(n) dersek f fonksiyonunun

ap = a, a1 = G(ao), ..., ant1 = G(an), ...
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bigiminde tekrarlanan bir formiille G fonksiyonu yardimiyla tanimlandig:
kastedilir. Geleneksel matematikte A bir kiimedir. [

Kanit. P, : N x U — U ((n,z) ~ z) ikinci izdiigiim fonksiyonu olmak
iizere G := G o P; olsun. Bir 6nceki teoremden dolay: tek olarak belirli bir
f+ N —U fonksiyonu f(0) = a ve her n € N icin

f(n') = G(n, f(n)) = G(Pa(n, f(n)) = G(f(n))

olacak bicimde vardir. Bu fonksiyon teoremin kogullarini saglar. Tekligi bir
onceki teoremin kanitinda oldugu gibi tiimevarimla kolayca goriiliir.
Sonug ise Not (2.3.4)’teki gibi kolayca goriiliir. m
Not 2.3.7 Tekrarl teoremin kanitinda sezgisel dogal sayilarimiza iligkin
ozelliklerden yalnizca Peano aksiyomlar: kullanilmigtir. Bunun bir sonucu
olarak bu teorem bu ii¢ aksiyoma uyan her yapida gegerlidir. Ilerde bunlara
Penao yapilar1 diyecegiz. [

Tekrarli Segme Teoremi’ne kisaca deginelim. Analiz, topoloji, cebir ve
cogu diger matematik derslerinde kuskusuz asagidaki 6nermeyi sikca kul-
lanmigizdir:

Tekrarli Segme Teoremi: A bir sonsuz kiime ve a € A
ise her n € N i¢cin a, € A ogeleri ag = a ve her n € N i¢in

ant+1 € A\{ao, ..., an} olacak bi¢imde segilebilirler.
Kanitimiz da asag1 yukari soyledir: ag := a olsun. n € N olmak {izere
agp, . . ., ap’ler secilmis olsunlar. A kiimesi sonsuz oldugundan A\{ay, ...,a,}

# () ve “bu bog olmayan kiimeden bir 6ge secer onu da a1 olarak acikla-
rim.” Boylece tiimevarimla istenilen Ozelliklere sahip a, Ogelerini se¢mis
oluruz.

Teoremimize bir numara vermedigimiz ve kanitimizin bagina olmasi ge-
rektigi gibi “kamit” yazmadigimiz dikkatlerden kacmamistir. Yoksa bu yalin
ve apagik kanitta bir sorun mu var? Ne yazik ki evet! Hem de bir degil
iki sorun vardir. Birinci sorun burada gercekte bir tiimevarimla tanimin
bulunmadigidir. Tiimevarimla tanimlarin nasil yapilacagini bu boliimde
ogrenecegiz ve (I11.4)’te ayrica ayrintih olarak tartigacagiz.

Tkinci sorun kanitta tirnak isaretleri arasina aldigimiz kisimdadir. A kiime-
si sonlu olsayd: bu kiimeyi tiiketene kadar sonlu sayida a;,’leri se¢cmek
dert degildi. Sorun A sonsuz oldugunda vardir. Aksiyomatik Kiimeler Ku-
ramina gectigimizde kanitta tirnak igerisindeki tiimce bu kuramin diline ait
degildir, o sozeden dile aittir. Bu “se¢gme” igini kuramin dilinde ifade etmek
gerekir. Bu ise kuramin bir formiili araciligr ile olmak zorundadir. Ku-
ramimizin nesnelerinin kiimeler oldugunu unutmayalim. Biz aslinda a, :=
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f(n) diyecegimiz bir f : N — A fonksiyonunun pesindeyiz ve bu fonksiyon-
dan istedigimiz ise f(0) = a ve her her n € N i¢in

fn+1) € AA{f(0),..., f(n)}

olmasidir. Iste bu se¢me igini kuramn dilinde bir se¢en fonksiyona biraka-
cagiz. P*(A) := P(A)\{0} olsun. s : P*(A) — A bir se¢me fonksiyonu
ise
fn+1) = s(A{f(0),..., f(n)})

alabiliriz. Simdilik bu teoremin kanitini vermeden kullanmamiza izin veril-
sin. Boyle bir fonksiyonun varligini, su an verdigimiz teroemi kullanarak
elde ettigmiz higbir sonucu kullanmadan, (I1.12)’de ¢ok daha genel durum-
lar igin kanitlayacagiz. Simdilik su kadarimi belirtmekte yarar var: Se¢gme
Aksiyomunu kullanmak zorunday1z. Se¢gme Aksiyomuna denk olan Iyi Sira-
lama Teoremi de bize kolay bir kanit verir, buna (II.12)’de séziint ettigimiz
teoremin kanitindan sonra kisaca deginecegiz.

Tiim matematik kavramlar: kiimeler olarak tanimlama gibi bir amacimiz
da var. Bu nedenle ilk olarak sezgisel dogal sayilarvmizin yerini alacak
"+ N — N donigiminin yerini alacak bir fonksiyonu da
tanimlamak zorundayiz. Bu yerini almanin matematiksel anlami bizi is-
ter istemez yapr ve esyapr dontsimlerine gotiurir. Matematiksel Mantiga
Girig'te!? en genel bicimiyle verecegimiz bu kavramlar: simdilik salt Peano
yapilari i¢in verecegiz.

kiimeler ve

2.3.2  Peano Yapilar:

N = (N, ’,0) Peano yapilarma bir érnektir: Burada 0 € N, ' : N — N ise
(P1) — (P3)® aksiyomlarim saglayan bir doniisiimdiir. Bir Peano yapisi
tanim geregince agagidaki kogullar: saglayan bir A4 = (A, sA, OA) ucliisiidiir:
A bir kiime, 04 € A, s*: A — A 6yle ki

(P1) Va € A(s™(a) # 04),

(P2) s birebirdir,

(P3)@ VM (M CANOA e MAYmM (me M= s(m) € M))

= M = A.

(P3)®? tiimevarim ilkesi olarak adlandirilir ve daha yalin

MCANA e MASH M| CM — M=A

12Daha 6nce Aksiyomatik Kiimeler Kurami kitabinda kisa bir 6zetini vermegi diisiindiigiimiiz
matematiksel mantiga iliskin bilgileri, ilkemizde bu alandaki kaynak eksikligi nedeniyle ayr1 bir
kitapta iglemgi uygun bulduk.
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olarak yazilabilir!3.

Bir A = (4, s*,04) Peano yapisinda her 04 # a € A desinin bir ardal
oldugunu, dd. bir x € A ile a = s*(z) oldugunu gérelim. B := {04} U
sA[A] olsun. Tanim geregi 04 € B ve s4[B] C B oldugundan tiimevarim
ilkesinden B = A. Dolayisiyla a € sA[A] ve bu savundugumuz seydir, en az
bir z € A ile a = s*(x) olmaldir. (P2) ise bu x 6gesinin tekligini soyler.
Sonugta:

e Her 04 +# a € A égesi i¢in a = s”(x) olacak bi¢imde bir tek x € A
vardar.

A = (A, s4,04) ve B= (B,s5,08) iki Peano yapisi olmak iizere bir h :
A = B tameglemesine h(0) = 08 ve her a € A icin h(s(a)) = s%(h(a))
ise bir(Peano) esyap1 déniigiimii denir ve bu durum kisaca

h: A=B

ile gosterilir. Bir h : A= B egyap1 doniigtimii varsa A ve B egyapilidir denir
ve bu durum A = B ile gosterilir. Matematik anlamda ancak esyapilar bir-
birlerinin yerint alabilirler. Peano yapilarinda ¢ok sansh sayiliriz ¢iinkii asa-
gidaki teorem gecerlidir.

Teorem 2.3.8 U’da Peano yapilary kurama kesin bellidir, dd. U’da her-
hangi iki Peano yapist daima esyapilidar.

Kanit. Bunun icin herhangi bir A = (A, s, 04) Peano yapisiin N =
(N, 7,0) ile egyapili oldugunu gostermek yeterlidir. Tekrarli teoremde G
olarak s* : A — A fonksiyonunu ve a olarak 04 6gesini secersek tek
olarak belirli bir f : N — A fonksiyonu f(0) = 04 ve her n € N icin
f(n') = sA(f(n)) olacak bicimde vardir. Geriye yalmzca f fonksiyonunun
bir tamegleme oldugunu gostermek kaliyor.

Once f fonksiyonunun birebir oldugunu gorelim. n {izerinden tiimevarimla

m #n = f(m) # f(n)

oldugunu gosterecegiz. n = 0 olsun. m # 0 olacagindan tek olarak belirli
bir k € N ile m = k. Dolayisiyla

fm) = f(K') = s(f(K)) # 0% = f(0).

13(P3)(2) yerine agagidaki aksiyomlar semasim alalm. A’nin 6gelerine iligkin her ¢(x) énermesi
icin

(P3y) ¢(0) AVz € A(p(x) = p(sA(z))) = Vz ¢(z) aldigimizda yine Peano yapisi olarak
adlandirilan bir bagka kuram elde ederiz. Bu kuram (PEA)() ve éncekini (PEA)(?) ile goste-
rirsek (PEA)(Q)’nin kesin belli bir kuram oldugunu kanmtlayacagiz. Ancak (PEA)(l) kesin belli
degildir.
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Simdi savimiz n icin kamitlanmis ve m # n/ olsun. m = 0 ise az onceki
irdelemeyle f(0) # f(n') olur. m # 0 ise bir p € N ile m = p’ olur.

p #n EQ p # n. Timevarim kogulundan ise f(p) # f(n) elde edilir ve
buradan da

fm) = f(0') = s (f(p) # s*(f(n)) = f(n')

olur (esitsizligin nedeni yine (P2)dir).

Simdi ise f fonksiyonunu 6rten oldugunu yine tiimevarimla gorelim. B :=
fIN] olsun. 04 = f(0) € B. b € B olsun. Bir n € Nile b = f(n) olur.
Buradan ise

sA(b) = s (f(n)) = f(n') € B

elde edilir. Tiimevarim ilkesinden B = A ve bu nedenle f ortendir. m

2.3.8 Peano Yapilarinda Aritmetik

Tekrarli teoremin her Peano yapisinda gecgerli oldugunu daha once be-
lirtmistik. Bize herhangi bir A = (A, s#,04) Peano yaps1 verilsin. Herhangi
iki Peano yapisi egyapili olduklarindan, dogal sayilarimizdaki iglemler her-
hangi bir Peano yapisina aktarilabilirler. Oyle yapmayacagiz, ¢iinkii amaci-
miz, bildigimizi sandigimiz ancak gercekte ne olduklarini bilmedigimiz sez-
gisel dogal sayilarimizdan kurtulmaktir. Daha once yaptigimiz gibi 6nce
toplama iglemi, ardindan siralama aciklanip tekrarli teroem kanitlanabilir.
Ancak daha 6nce de belirttigimiz gibi 6nce siralama aciklanip ardindan tek-
rarli teorem kanitlanabilir. Bu yol izlenmis olsun'®. Yani elimizde tekrarl
teroemimiz bulunsun. Tekrarli tanimlamayla A kiimesinde bir toplama ve
bir ¢carpma iglemi aciklayacagiz. m € A keyfi verilsin. Tekrarli teoremde a
yerine m 6gesini ve G yerine s fonksiyonunu alirsak tek olarak belirli bir
tm : A — A fonksiyonunu:

i) tAOYN) =m
ii) Her 2 € A igin 2 (sA(x)) = s(tm(z))

olacak bicimde vardir. t;2(z) yerine m +4 x yazarsak bu ozellikler
i) m+A0t=m

ii) Her z € A icin m +4 s4(z) = sA(m +4 2)

14 Aksiyomatik Kiimeler Kuram kitabinda bu yolu izleyecegiz. I1.4’te kisa bir 6zetini verdigimiz
“Sayilar nedir ve ne olmalidirlar?” adli kitabinda Dedekind bu yolu izlemigtir. Oradaki boslular:
doldurdugunuzda (6dev) siz de bu isi yaspmig olursunuz.
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sekline doniigiirler. +4’ya A yapisinin toplama islemi denir. Bu iglemin
birlesmeli ve degisimli, dd. her z,y, z € A icin

4+ (y+t ) =@+t )+ zver +ty =y +ta

oldugu tiimevarimla gosterilir. Bunlarla oyalanmayacagiz.

Simdi toplamdan da yararlanarak yine tekrarli tanimla carpma iglemini
tammlayalim. Tekrarh teoremde G : A — A olarak t/* ve a olarak 04
alirsak tek olarak belirlenmis bir pA : A — A fonksiyonu

i) p;‘ﬁL(OA) =04 ve
i) Her o € A cin pA(sA(x)) = tA (pA(x)) =
m +A pa () = pis(z) +4m

olacak bicimde bulunur. p:A(x) yerine m 4 2 yazarsak bu ozellikler

iy m-A0A=04
ii) Her x € Aigin m-st(z) =m Az +4m

sekline doniigiirler. Bu igleme 4 yapisindaki carpma iglemi denir.

Gosterimin yalimligi acisindan s4(z), +4, A, 04 ve s4(0) yerine sirasiyla
x',+,-,0 ve 1 yazar ve bu gosterimlerle 2/ = (zx +0) = 2+ 0 = 2z + 1
oldugunu goz oniinde tutarsak bu iki iglemin temel 6zellikleri bildik sekli
alirlar:

m+ 0 =m, m-0=0.
m+n+1)=m+n)+1, m-(n+1)=m-n+m.

Tam bu noktada “Iyi ya Peano da toplamay1 ve carpmay1 boyle tansmlamas-
t7, 0 zaman bunlarin tanim olmadigini sdylemigtiniz!” diyebilirsiniz. Evet
soylediklerimizde 1srar ediyoruz: Bunlar tanim degildir, bunlar tekrarl te-
oremimizin varlginy ve tekligini garanti ettigi iki fonksiyonun, tfz ve pﬁ
fonksiyonlarinin 6zellikleridirler. m +n ve m-n bu denkelmelerle tanimlan-
mamuislardir, onlarin tanimi asagidadir

m+n:=tA(n) ve m-n = pi(n).

Tanimladigimiz + ve - islemlerinin denklemlerin yalnizca sol yanlarinda ve
elenebilir olduklarina dikkat ediniz!

Elbette m -1 =m -0 =m -0+ m = 0+ m = m olur. Carpma iglemi
de toplama iglemi gibi birlesmeli ve degismelidir, ayrica dagilim yasalar: da
gecerlidir. Her m,n, k € A igin

m-(n-k)y=m-n)-k,m-n=n-m,m-(n+k)=m-n+m-k.
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Son olarak tekrarli teoremde G yerine p/r : A — A fonksiyonunu ve a
yerine ise 1 = s4(0) 6gesini alirsak tek olarak belirli bir ezt : A — A iis
fonksiyonu, yalin gosterimlerle,

i) eA0) =1.

m

ii) Her x € A icin e (2') = p (el (2)) = m - e (z).

A

olacak bigimde vardir. ey,

(x) yerine m® yazarsak bu o6zellikler

i) m’=1.

ii) Her x € A igin m*™! = m - m?®.

seklini alirlar.

Not 2.3.9 Bu tanimla 0° = 1 ancak her n # 0 icinse, bir mile n = m+1
olacagindan, 0" = 0™ = 0. 0™ = 0 olduguna dikkat ediniz. (J

Artik aritmetik igin araglarimiz hazirdir ve agktir ki N' = (N, /,0)
yapisinda yaptigimiz aritmetigi herhangi bir A = (A, s, 04) Peano yapisin-
da da yapabiliriz.

2.3.4 Neumann Dogal Saylar:

Sezgisel dogal sayilar ve timevarim ilkesi matematigin olmazsa olmazlardar,
onlarsiz elde avucta bir sey kalmaz. U’da Peano yapilari egyapili olduk-
larmdan hicbir Peano yapisinim ayricaligi yoktur. Oyleyse ilk igimiz U mate-
matik evreninde bir Peano yapisi bulmaktr.

2.3.5'te G : U — U fonksiyonu her z € U igin G(z) := z U {z} ola-
rak, U\U da ise istenildigi gibi aciklansm. Bu teoremde a := () alinsin. Bu
durumda tek olarak belirli bir f : N — U fonksiyonu asagidaki kogullar
saglayacak bicimde vardir:

1. f(0) =10 ve
2. Her n € Nigin f(n') = G(f(n)) = f(n) U{f(n)}.
Gergekte f : N — U oldugunu tiimevarimla gérmeyi okuyucuya biraki-

yoruz. Her n € N igin

olarak tamimlarsak elbette

L.0=0

2. Hern e Ni¢ginn+1=nU{n}.
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Simdi 6geleri kiime olan bir A = (N, ard, 0) Peano yapisi kolayca verilebi-
lir. N:={n|n € N} ve

ard: N — N ise ard(n) ::@=n+1=QU{ﬂ}

olarak tanimlansin. N kiimesinin ogelerine Neumann dogal sayilar: de-
nir. Ileride ard ardil fonksiyonunu yine yaln olarak ’ ile gosterecegiz.

Son kez bir noktaya dikkat ¢ekelim. f : N — U (n ~» n) fonksiyonu ile
N = f[N] oldugundan (Yer) ile gercekten de N bir kiimedir. Artik oku-
yucunun kolayca gorebilecegi benzeri durumlarda higbir sey belirtmeden
yolumuza devam edecegiz.

Tk birkag Neumann dogal sayilarimizi yazalim:

sz,l:{g},zz{gal}a7n+1:{Q,l,27,ﬂ}:ﬂU{ﬂ},

Her bir Neumann dogal sayisi bir kiimedir ve bir ¢ok ilging 6zellikleri vardir.
Her seyden 6nce Neumann dogal sayilarimin 6geleri de Neumann dogal
sayilaridir. Bir A C U kiimesi verilsin.

A geciglidir <= Vr,y(zreyce A=z € A).
—Vylye A=y C A).
Bir A kiimesinin gegigli olmasi igin gerek ve yeter kogul her bir 6gesinin
Ogelerini de 6ge olarak icermesidir. Sezgisel tiimevarimla kolayca her Ne-

umann dogal sayisinin gegisli oldugu gorilir. Gergekten de 0 gegislidir.
Simdi n gegisli olsun (tvk).

yen+l=nU{n}=yenvy=n

yCnVy=n=—yCn+1.

Onerme 2.3.10 N := (N, ard,0) bir Peano yapisidur.

Kanit. Her n € N i¢in ard(n) = nU {n} # 0 = 0 oldugundan (P1)
gecerlidir.

Simdi ard(m) = ard(n) olsun. Tanim geregi mU{m} = nU{n}. Dolayisiy-
la m =n veya m € n. Eger m = n ise igimiz biter. Benzer bir irdelemeyle
ise n = m veya n € m elde edilir. Béylece m =nV (m € n An € m) elde
ederiz. Ancak Neumann dogal sayilar1 gegigli oldugundan

menAN

I3

eEm—mCnAnCm—m=n.

Son olarak (P3)(2) 'yi kanitlayalim. A C N verilsin ve 0 € A ve her n icin
n € A= ard(n) € Aolsun. A := {n € N|n € A} olarak tammlarsak
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A C N kiimesi timevarim ilkesinin kogullarimi saglar; dolayisiyla A = N ve
A=Nolur. m

ard fonksiyonunu karigikliga yol agmayacagini umarak yine ’ ile goste-
recegiz. Ilerde bicimsellestirecegimiz bu A := (N, ’,0) yapisi olacaktir.

CKK kuraminda Neumann dogal sayilar: i¢in yukaridaki bilgiler yeterli-
dir. Okuyucunun kolayca gorecegi birkag bilgiyi verecegiz. N kiimesindeki
dogal siralamay1 N Neumann dogal sayilarina m < n :<= m < n tanimiyla
aktaralim. Elbette (N, <) iyi siralanmigtir ve 6z yapisindan dolay: (N, <)’de
soz konusu bile olmayan bazi 6zellikler sahiptir:

Vm,neN(m<n<=méen<+=mcn) (2.4)

Vn eN (n={m|m < n}), dd.
Vn €N (n=u(n, €) =un,<)).

Sezgisel dogal sayilari tiimiiyle unutarak yola koyulacagimiz Aksiyomatik
Kiimeler Kuraminda ise elimizde Neumann dogal sayilarimiz ve € baginti-
miz olacaktir ve orada (2.4), < bagntisinin tanimi olacaktir.

Uzlagma: Bilindigi gibi amacimiz tiim matematigi U evrenine, daha
dogrusu onun bir altsinifi olan bir V evrenine tasimaktir. A" bizim U evre-
nindeki dogal sayilarimiz olacaktir. Yalinhik agisindan, N’ = N oldugundan
n ile n yi 6zdesleyebiliriz. Her n Neumann dogal sayisini da yalin bigimde
n ile gosterecegiz. Bu durumda elbette

0=0,1={0},...,n+1={0,1,2,...,n} =nuU{n},... (2.5)

olacaktir. U da asal 6geler olmadigindan, U evreninde dogal sayilardan
sozettigimizde bunlar Neumann dogal sayilary olacaktir. Benzer bicimde N
yerine N ve NV := (N, ’,0) yerine N := (N, ’,0) yazacagiz. Herhangi bir du-
rumda n dogal sayisinin sezgisel mi yoksa Neumann dogal sayis1 m1 oldugu
onemliyse bunu ayrica belirtecegiz.

Elbette artik asal 6gelerden olugan Z, Q, R, C kiimelerinin yerlerini simdi,
N Neumann dogal sayilarindan kazanacagimiz, 6geleri de kiimeler olan ve ay-
n1 imlerle gosterecegimiz Z, Q, R, C kiimeleri alacaktir. Z, Q, R, C C U oldu-
gu asgikardir. Neumann dogal sayilarimizin bir ozelligini tekrar vurgula-
makta yarar var: Her m,n € N icin

mn<—mecn<—=m<acCnve
n={meN|m<n}={meN|men}=u(n,e)=un,<).

Simdi tiim matematigin bir tek € ikili bagintisi iizerine kurulabileceginin
nedenini kisaca sOyleyebiliriz. Her seyden 6nce az 6nce belirttigimiz gibi U
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evreninde analizdeki tiim say1 sistemlerimizi kurabiliyoruz. Evrenimiz yete-
rince zengin demektir. Ancak tiim matematigin bir tek € ikili bagintis: iize-
rine kurulabilmesini bagka yerde aramak gerekir. Matematikte nesnelerimiz
gercek bir varliga sahip degillerdir ve bu nedenle onlarin ne oldugu, fizik-
sel yapilar1 bizi hi¢ mi hig ilgilendirmez! Matematik nesnelerinin yapisiy-la
degil onlar arasindaki bagintilarla ilgilenir. Bir A kiimesindeki tek basa-
makli bagintilar tami tamima B C A altkiimeleridir. Altkiimeler dogrudan
€ bagmntist ile tamimlanirlar. A; x --- x A, kiimesinde bir n basamakl
bagint1 bir R C A; x --- x A, altkiimesidir. Bu durumda her n dogal sayisi
igin Ay x .-+ x A, kartezyen ¢arpiminin € bagintisi yardimiyla tanimlana-
bilecegini gostermek yeterlidir. Biz ise tiim kartezyen carpimlar: iki kiime-
nin kartezyen carpimina indirgedik. Iki kiimenin kartezyen carpimini ise €
bagintisina indirgemistik. Bu aciklamalar yeterlidir. Artik rahathkla tdim
gelenekseksel matematik i¢in kiimelerin ve bir tek € ikili bagintisinin yeterli
oldugunu soyleyebiliriz.

Problem 2.3.1 (2.3.5)%in sonucunun kanitinda tanimlanan f fonksiyonu-
nun N’den A’ya bir fonksiyon oldugunu kanitlayiniz.

Problem 2.3.2 Tumevarimla herhangi bir Peano yapisinda toplama isle-
minin birlesmeli ve degismeli oldugunu kanitlayinaz.

Problem 2.3.3 Peano’nun toplam islemininin yanlhs tanimane nasil dizelt-
tiysek ayni seyi yanhs carpma tanima icin de yapiniz.

Problem 2.3.4 Herhangi bir Peano yapisinda toplama ve ¢arpma islem-
lerini yalin bi¢imde + ve - ile gosterirsek timevarimla z-(y+z2) = x-y+x-z
dagilvm kuraling kanitlayinaz.

Problem 2.3.5 Herhangi bir Peano yapisinda m™* = mm*
m™* oldugunu timevarimla kanatlanwyinaz.

ve (m™)F =

Problem 2.3.6 Neumann dogal sayilarimin ogelerinin de Neumann dogal
sayilary oldugunu kanstlayiniz.

Problem 2.3.7 N ve N 'nin es yapilr olduklarini kullanmadan timevarim-
la C ve € bagintilarinin N kimesinde birbirine denk iki dogrusal (aslhinda
iyi) siralamalar oldugunu kanitlayinaz.

2.4 SAYILAR NEDIR VE NE OLMALILAR ?

Bu boliimiin amaci okuyucuya, matematigin mihenk taglarindan olan, Dedekind’in
“ Was sind und was sollen die Zahlen? ([19])” adli caliymasimin kisa bir 6zetini
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vermektir. Dogal sayilarin anlatildigi bir yerde bu caligmadan hi¢ s6z etmemek
biiyiik bir haksizlik olurdu! Caligmay1 6zetlerken gésterimleri giintimiiz gosterim-
lerine uyarlayacagiz.

Dedekind g¢okluklara sistem adini verir. Bog kiimeyi diglar. Kullandig1 temel
bagint1 altkiime bagintisidir. @ nesnesi S sistemine aitse bunu a C S olarak goste-
rir. Kastettigi elbette {a} C S’dir ve biz boyle yazacagiz. Baz ifadelerin sonunda
verecegimiz rakamlar, o 6nermenin ¢aligmadaki teorem numarasidir. Dérdiincii pa-
ragraf ve ardindan gelenler paragraflar halinde 6zetlenecektirler.

“1888 yilinda gen¢ bir docent olarak Konigsberg’ten yola
gikip tim Alman tniversitelerini dolagtim. Tk duragim Ber-
lin’de, tiim matematik ortamlarinda genc yash herkesin - cogu
kargisinda olmak iizere - Dedekind’in o zaman daha yeni ¢ikmig
“Sayilar nedir ve ne olmalilar?” adli ¢aligmasindan s6z ettigini
duydum. Bu ¢alisma Frege’nin incelemelerinin yani sira elemen-
tar sayilar kuramini temellendirmenin en 6énemli ilk derinleme-
sine bir dene-mesidir [33].”

Kitap “Bilimde kanitlanabilir ne varsa, ona kamtsiz inanilmamalidir”
tlimcesiyle baglar ve gergekten de soziinii tutar: Tiimevarimla kanitlamanin
ve timevarimla tanimlamanin aslinda kanitlanabilir seyler oldugunu kanit-
lar. Bu bir ilktir. Benzerini sonluotesi i¢in daha sonra Neumann yapacaktir
[46].

Dedekind daha ilk sayfada basglhiktaki soruyu yanitlar:

“Bu soruya yanitim gudur: Sayilar nesnelerin farkliligin1 daha
kolay ve daha kesin kavramamiza hizmet eden insan aklinin ser-
best yaratilaridirlar.” '

“Nesne diigiincemizin konusu olan her seydir. Nesnelerden kolayca bahse-
debilmek i¢in onlar imlerle, 6rnegin harflerle gosterileceklerdir. Boylece a
nesnesinden veya kisaca a’dan sozedecegiz; ancak kastettigimiz elbette bu
im degil nesnenin kendisi olacaktir. Bir nesne hakkinda diigiiniilebilinen ve
sOylenebilinen seylerle tam olarak belirlidir. @ ve b iki nesne olmak tizere,
a igin diigiiniilebilen her sey b icin ve b icin diisiiniilebilen her sey a nesnesi
icin gegerli ise a nesnesi b'nin aymdir ( b ile 6zdestir). a ve b imlerinin bir
ve ayni nesnenin isimleri oldugunu a = b ve ayni zamanda b = a olarak da
gosterilir. Ayrica b = cise, dd. ¢ de tipki a gibi b ile gésterilen nesne i¢in bir

15Dedekind’in “Dogal sayilar tanr1 yaratti, gerisi insan igidir” diyen Kronecker’den ne kadar
farkli diisiindiigiine dikkat ediniz.
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im ise elbette a = c’dir. ... . En az bir 6zellik a ve b nesnelerinden birinde
var digerinde yoksa bunlara farklidir diyecegiz.

Cogu zaman a, b, ¢, . . . gibi baz1 nesneleri herhangi bir nedenle ortak bazi
bakig acilariyla zihnimizde bir arada diigiiniiriiz, o zaman onlarin bir S sis-
temi olugturdugu séylenir; a, b, ¢, . . . nesnelerine S sisteminin 0geleri denir,
bu nesneler S sistemi tarafindan igerilirler; tersine S sistemi bu 6gelerden
olugur. Boyle bir S sistemi (olusumu, ¢oklugu, toplulugu) diigiincemizin
malzemesi olarak bir nesnedir; her nesnenin S’nin 6gesi olup olmadig1 be-
lirli ise .S sisteminin kendisi timiiyle belirlidir. Dolayisiyla S sisteminin her
Ogesi T sistemin de 6gesi ve T sisteminin her 6gesi S sistemin de 6gesi ise
S sistemi T sistemi ile aynmidir, dd. S =1T.”

Bu temel tanimlar: oldugu gibi aktardik. Belli nedenlerle bog sistemden
vazgectigini, buna karsin tek 6geli sistemlerden bahsetmenin ise avantajh
oldugunu belirtir. Dedekindin sistemlerinin bugiinkii terimlerle siniflara
karsihik geldigini soyleyebiliriz, bir farkla ki sistemlerde nesneler olduk-
larindan onlar da bagka sistemlerin ogeleri olabilirler. Dedkind’in terimle-
riyle belirli, Cantor’un sozleriyle iyi tanimli olmanin diginda sistem olustur-
maya hichir kisitlama yoktur. Dedekind’in sistemlerinin tiimiiyle belirli ol-
mas1 Cantor ve Zermelo icin kiimelerin iyi tanimli olmasiyla es anlamhdir,
yine de Cantor’un taniminin daha ayrintil ve kesin oldugu goriiliir.

Bundan sonrasi bildik bigimde devam eder. Altsistemler (= parcalar), 6z
altsistemler, birlegimler ve arakesit bildik bigimde tanimlanir. Bog sistem
diglandigindan arakesit ancak bostan farkl ise vardir, bos ise anlamsizdir.
Her defasinda arakesitin var olup olmamas: isini belirlemeyi okuyucuya
birakir. Birlesimini ve arakesitini aldigimiz sistemlerin ¢okluguna higbir
kisitlama getirilmemistir. Arakesit, birlesim ve altsistemlere ilsikin bir yigin,
akla gelebilecek en basit onermeleri bile kanitlar.

S kiimesinin bir doniigiimiinden, S sisteminin her s 6gesine, bu 6genin
resmi denen belli bir ¢(s) nesnesi kargilik getiren bir yasay1 anlar (Bun-
lara yine fonksiyon diyecegiz). Deger bolgesinden stz etmez. Eger ¢(S)
resmi bir 7" sisteminin altsistemi ise doniigiim S sisteminden 7' siteminedir
der. Bir altsistemin resmi, 6zdeglik doniigtimii bildik bicimde tanimlanir.
Doéniigiimlerin birlegimlerini, birebir doniigiimleri ve bunlarin tersini yine
bildik bigimde tanimlar. Yine bu kavramlarla dile getirelebilecek en basit
onermeleri bile ifade eder ve kamtlar. Birebir doniisiimleri Dedekind “ben-
zerlik” olarak isimlendirir.

Aralarinda bir tamesleme olan sistemlere benzer sistemler der. Dedekind’-
in terimleriyle ¢(S) = T olacak bigimde bir ¢ : S — T benzerlik déniigimii
varsa S ve T sistemleri benzerdir denir. Benzer olmanin bir denklik bagintisi
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oldugunu kanitlar ve tiim sistemleri benzer olanlar1 bir araya toplayarak
smiflara ayirir.

4. Bir sistemin kendine resmi: Calisma gercek anlamda dérdiincii pa-
ragrafta zincir kavramiyla baglar. Bir ¢ : S — S foksiyonu verilmig olsun.
se€ SveT C Sise p(s) =5 ve p(T) =: T' ile gosterilsin. Bir K C S
altkiimesine K’ C K ise, daha agik¢a ¢(K) C K ise K bir (p—) zinciridir
der. S ve ¢ sabit verilmig olsun ve kisaca zincir diyelim. Elbette S bir zin-
cirdir. Zincirlerin arakesitleri de birlegimleri de bir zincirdir. L bir zincir,
ACSve A CLise K:= AUL de bir zincirdir ve A C K, K’ C L.
A C S altsistemini igeren zincirlerin Ag arakesiti de bir zincirdir ve buna
A sisteminin zinciri der. ¢ ile iligkisi vurgulanmak istenirse Ay yerine
©o(A) yazilir. Dedekind’e uyarak, yanlg anlamaya yol agmayacagini uma-
rak A = {a} tek 6geli bir sistem oldugunda Ay ve A{, yerine ag ve ay ya-
zacagiz. Dedekind (A4p)" = (A’)¢ oldugunu kamtlar (57). Bu nedenle kisaca
Ajy = (Ap)' yazar ve bunu A'nin zincirresmi veya resimzinciri olarak ad-
landirir. Sonra Ag = A U Ay oldugunu kamitlar (58). Bunlari okuyucu da
kolayca gosterebilir. Ardindan agagidaki teoremi kanitlar:

Teorem 2.4.1 Tiimevarim teoremsi (59): Herhangi bir ¥ sistemi igin,
S sisteminin altsistemi olsun olmasin, Ag C X oldugunu kanitlamak icin
asaqrdakilery gostermek yeterlidir:

1. ACY,
2. (AgNY) C 2.

Kanit. Tk kosuldan dolay1 0 # A C G := Ay N C S. Dolayisiyla
G C AE) C Ay C S. Ikinci koguldan dolayr ¢/ C X. Béylece G C G C S
olur ve G bir zincirdir. Bu, A C G ve Ag zincirinin tanimindan Ag C G
olur. Tanim geregi G C Ap oldugundan sonugta Ag = G C ¥ olur. ®

Iste bu teorem ileride dogal sayilar icin tiimevarimla kamtlama yonte-
mini verecektir. Bu teorem goyle de uygulanabilir: Bir E(s) 6zelligini Ag
zincirinin tiim 6geleri i¢in kamtlamak istedigimizde, a) A’nin her s 6gesi igin
E(s) kamtlanir, b) Ag zincirindeki bir s i¢in E(s) dogruysa E(s’)niin de
dogru oldugu gosterilir. Gergekten de teoremdeki X sistemi olarak E(s)nin
dogru oldugu tiim s 6gelerinin sistemini almak yeterlidir.

5. Sonlu ve sonsuz: Bir sistem bir 6z altsistemine benziyorsa son-
suzdur, aksi durumda sonludur der'®. Tek 6geli sistemler 6z altsistemleri

16Dedekind bu tanimdan 1882’de Cantor’a, daha 6nceleri ise Schwarz ve Weber’e sézettigini
bildiriyor.
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olmadig i¢in - bog sistemi digladigimizi unutmayiniz - sonludurlar. Sira De-
dekind’in, sonradan bu calismay1 geri cekmesine yol agan, caligmasindaki
tek sorunlu teoreme geldi. Teoremi ve kanitini oldugu gibi verecegiz.

Teorem 2.4.2 Sonsuz cokluklar vardur'”.

Kamt. "®¥Benim diisiince diinyam, dd. diisiincemin konusu olabilen tiim
nesnelerin S coklugu sonsuzdur. Cunkii s eger S’nin bir Ogesi ise s’nin
diigiincemin konusu oldugu s’ diigiincesinin kendisi de S’nin bir 6gesidir.
Bunu s 6gesinin ¢(s) resmi olarak disiintirsek boylece S’de belirlenen
dontigiimiin S’ resmi S’nin bir altsistemidir; hem de S sisteminde (6rnegin
bizzat kendim gibi) her s’ diiglincesinden farkl, dolayisiyla S”’de olmayan
ogeler oldugundan, S’, S’nin 6z altsistemidir. Son olarak a ve b, S’nin farkl
ogeleriyse a’ ve b’ de farkh olacaklarindan ¢ birebirdir ve dolayisiyla S son-
suzdur. m

Sonra benzer sistemlerin ayni anda sonlu veya ayni anda sonsuz olduk-
larini (67), ardindan sonsuz bir altsistemi olan sistemlerin de sonsuz oldugu-
nu (68) kanitlar. Sonlu bir sitemin altsistemlerine benzeyen sistemler de
sonludur (69). S bir sonlu sistem ve a onun bir 6gesi ise S\{a} da sonludur
(70).

6. Basit sonsuz sistemler. Dogal sayilar serisi. Bir N sistemine bi-
rebir bir ¢ : N — N fonksiyonu ve bir a € N\(N) 6gesi N = ¢o({a}) = ag
olacak bicimde bulunabiliyorsa basit sonsuz der. Bu a 6gesine N’nin temel
Ogesi der ve onu 1 ile gosterir. Ayrica N sistemi ¢ ile siralanmigtir der.
Uzlagmamiza gore ¢(s) 6gesi yerine s’ yazarsak 1 6gesini igeren her p— zin-
ciri elbette 1,1/,1”,1", ... 6gelerini de icerecektir. Diger yandan bu ogelerin
sistemi ise bir ¢— zinciri olugtuturlar, 6yleyse N = {1,1/,1”,1"” ...} olmasi
istenmistir. IV sisteminin basit sonsuz olmasi bir ¢ : N — N doniisiinii ve
bir 1 € N ile agagidakilerin saglanmasina denktir:

1. 1€ N\N'.
2. ¢ birebirdir.

3. N =1p.

17Bu teorem ve kaniti caligmanin geri kalanini higbir bigimde etkilemez. Bu teoremi unutup
sonsuz bir kiimenin varhigini aksiyomatik olarak istersek caligma biitiiniiyle kusursuz kalir.

Bu teorem ve kanitinda sorun nerede? Ag¢mazlarimizi hatirlayin ve S sistemine yonelik sorunu
bulunuz.

18Dedekind benzeri bir irdelemenin Bolzano’nun “Sonsuzun agmazlar”isimli galigmasinda da
bulundugu notunu diiser.
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Bu kosullardan N sisteminin N’ 6z altsistemi ile benzer oldugunu goriiriiz.
Bu nedenle basit sonsuz sistemler gercekten de sonsuzdurlar.

Not 2.4.3 (S,¢,1) figliisiine baktigimizda bunun bir Peano yapisina
¢ok benzedigini goriiriiz. Birinci ve ikinci kogullar dogrudan (P1) ve (P2)
Peano aksiyomlar1 oldugunu goriiriiz. ﬂgﬁneﬁ kogulumuz (P3)(2) aksiyo-
mundan daha zayif gériinmektedir. Bunun boyle olmadiginmi kanitlayacagiz,
dd. (P3)(2) Dedekind igin bir aksiyom degil kanitlanabilir bir sonugtur.

Her sonsuz S sistemi basit sonsuz bir N sistemi igerir (72). Gergekten
de tanim geregi birebir bir ¢ : § — S fonksiyonu 6rten olmayacak bicimde
vardir. s € S\S” herhangi bir 6ge olmak tizere N := sp := @o({s}) C S
zinciri basit sonsuzdur.

“Bir ¢ dontigiimii ile siralanmig bir S’ sisteminin 6gelerinin 6zel vasiflarin-
dan vazgecer, yalnizca ayirtedilebilirliklerini ve ¢ siralayan doniigiimi ile
belirlenen birbirine kars iligkilerini elde tutarsak bu ogelere dogal sayilar
veya sira sayllari veya dogrudan sayilar ve 1 temel 6gesine ise N dogalsay1
serisinin temel sayisi denir. Ogelerin tiim diger iceriklerinden armdirilma-
lar1 baglaminda (soyutlama) hakli olarak sayilarin insan aklinin serbest ya-
ratilar: olduklar: s6ylenebilir. Yukaridaki ti¢ 6zellikten ¢ikarilan, dolayisiy-la
ogelerine raslantiyla verilen isimler ne olursa olsun, tiim basit sonsuz sistem-
lerde gecerli olan tiim iligkiler ve yasalar sayilar biliminin veya aritmetigin
siradaki konusudur.”

Bundan sonra N basit sonsuz sistemi, 1 € N ve ¢ : N — N verilmis
olsun ve sabit tutulsun. n € N igin n’ = ¢(n) sayisina n sayisinn izleyeni
(bugiinkii terimlerle ardili) denir.

Teorem 2.4.4 (79) K C N bir zincir ve 1 € K ise K = N (Bu dnerme
tamda (P3)?) *tir).

Kanit. K bir zincir ve 1 € K oldugundan N = 19 € Ky = K. Diger
yandan zaten N C N, dolayisiyla K = N. =

Teorem 2.4.5 Tidmevarim Teoremsi (80), (n’den n'’ye gegis). Bir te-
orem bir mqg zincirinin tum n 6geleri icin kanitlamak istendiginde asagidaki-
leri gostermek yeterlidir:

1. m i¢in dogru oldugu gosterilir.

2. mq zincirinin bir n 6gesi i¢in dogruysa n’ i¢in de dogru oldugu goste-
rilir.

Kanit. Bu daha 6nce verdigimiz tiimevarim teroeminin (59), veya hemen
onun ardindan sOylenenlerin dogrudan sonucudur. m
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7. Daha biiyiik daha kiigiik sayilar. Tiimevarimla kanit yontemiyle
donanmig olalarak, Dedekind en ufak ayrintiyr atlamadan yoluna devam
eder. Atlayarak ozetleyecegiz. Her K C N zinciri tek olarak belirli bir &
dogal sayisiyla K = kg bigimindedir (87). m,n € N ve m # n ise mgo C ng
veya ng C mo bagmtilarindan biri ve ancak biri dogrudur (88).

m < n <= ng C my

ile N iizerinde bir siralama aciklandigini kanitlar. Bu bir iyi siralamadir
(96). Z,, ile n’den biiyiik olmayan dogal sayilarin sistemi gosterilir. Elbette

mn< Z,CZy,m<n<< Z, CL n= 2, Nng

ve N = Z, Un{. m sayis1 M C N kiimesinin bilyiik 6gesi ise M C Z,,.
Tersine bir m dogal sayis1ile M C Z,, ise M sisteminin biiyiik 6gesi vardir.

8. Sayiserisinin sonlu ve sonsuz altsistemleri. Her Z,, ve buytik
ogesi olan her £ C N altsistemi sonludur. Z,, ve Z,, ancak ve ancak n = m
ise benzerdirler (120).

Teorem 2.4.6 (122) S C N sisteminin en biyik 6gesi yoksa sonsuzdur.

Kanit. Her s € S igin ¢(s), S sisteminin s’den sonra gelen 6gelerinin en
kiiciigli olsun. Elbette ¢ : § — S birebirdir, ancak S’nin en kii¢lik 6gesi
resim olmadigindan orten degildir. m

9. N’de fonksiyonlarin tiimevarimla tanimai.

Teorem 2.4.7 (125) Q herhangi bir sistem, 6 : Q — Q herhangi bir
dontigim ve w € 1 herhangt bir 6ge olmak tzere her n dogal sayist icin
Un : Zn — Q fonksiyonlar asagidaki kosullary saglayacak bicimde vardwr ve
tek olarak belirlidirler:

1. Pp(l) = w.
2. Her t < n igin ¥n(t') = 0(n(t)).

Teorem 2.4.8 (126) Timevarimla tanim teoremsi. 2, w ve 6 bir once-
ki teoremdeki gibi olsunlar. Bu kosullarda asagidaki kosullart saglayan bir
tek ¢ : N — Q fonksiyonu vardr:

1. Y1) = w.

2. Her n dogal sayst i¢in ¥(n') = 6(¢(n)).
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Bu teoremlerin kanitin1 vermeyecegiz ¢iinkii (2.3.3)in kamt1 dogrudan
Dedekind’in burada verdigi kanittan alinmistir.

Dedekind’in 6nemli notu: Dedekind tiimevarimla tanim teoremiyle,
benzer gibi goriinseler de, (2.4.1) tiimevarim ve (2.4.5) tiimevarimla kanit
teoremleri arasindaki fark: vurgular. (2.4.1) herhangi bir sistemdeki zincir-
ler icin gecerlidir. Buna karsin tiimevarimla kanit teoremi yalnizca N icin
ifade edilmigtir. Bu teoremde NN yerine herhangi bir S sisteminde bir Ag
zincirini alirsak problemle kargilagabiliriz. Sorun teoremin teklik kisminda
degil, varlik kismindadir. Teklik (2.4.1) ile veya hemen ardindan sdylenen
yontemle kolayca halledilir. Ancak genel durumda teoremin kosullari bir-
biriyle celigebilir. Bir 6rnek verelim. Ancak 6nce genel durumda aranan
Y Ag — € fonksiyonun saglamasi gereken kosullari yazalim: a € Ag,
w e Qved:Q— Q verilmig olsun.

1. ¢¥(a) =w.
2. Her z € Ap icin ¢(2') = 0(¢(x)).

Ozellikle Ay = ag ise A kiimesinden sectigimiz 6ge bu a olsun. Simdi iki
ogeli S := {a, b} ve g 6geli Q := {a, B, A} sistemleri verilsinler. ¢ : S — S
ve 0 : Q — Q dontgiimleri p(a) = b, (b) = a, 8(a) = 3, 0(8) = A, ve
0(\) = a olarak agiklansinlar. Bu durumda ¢ doniigiimiine gére ag = by = S
olacaktir. Simdi w := «a ve Ay = ag segelim ve probleme bir ¢6ziim arayalim.
Yani ¢(a) = « ve her n € ag igin 1(n') = 6(p(n)) kogulunu saglayan bir
¥ ag — ) fonksiyonu aramaktayiz. Ancak boyle bir fonksiyon olamaz!
Olsayd: bir yandan ¢(a) = « iken diger yandan

ve buradan da
P(a) = () = 0((b) = 0(8) = A

elde ederdik ki bu bir celigkidir.

Bundan sonra aritmetigi bildik bicimde gelistirir. Bunlara girmeyecegiz.
Ancak su kadarim belirtelim: Dedekind’de tiim aritmetik iglemlerin tanimla-
r1 kusursuzdur. Buna karsin ondan sekiz yil sonra Peano’nun verdigi tanim-
lar gercekte tamim degillerdir. Bu yanlis tamimlar cogu kitapta da stiriip
gitmektedirler.

Bu boliim kitaba sonradan eklenmistir. Bu kaynaga geg¢ ulagtigim icin
lizgintim. “Was sind und was sollen die Zahlen?” ashnda bir kitapgiktir.
Ik baskis1 1888’de yaymlanmistir. Dedekind ilk taslagmi 1872-1878 yillari
arasinda hazirladigini ve bir ¢ok matematikcinin bunu tartigtigini belirtir.
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Peano’nun bu konuya iligkin caligmas: ise 1889’da yayinlanmistir. Nicin De-
dekind aksiyomlarindan degil de Peano aksiyomlarindan stézedildigini an-
lamig degilim!

2.4.1 Dizeltilebilir Direngli Yanlslar

Y1l 1888: Dedekind 2.4.8'nin kanitindan sonra, bunun giiciinii vurgulamak
i¢in iki 6rnek verir . G # () kiimesinde - ile gosterecegimiz bir ikili iglem
aciklanmig olsun, dd.

2 GXG— G((z,y) ~ x-y).

a € G olmak tlizere
0o :G—G(x~a-x)

olsun. 2.4.8 bize agagidaki kogullar1 saglayan bir 1) : N — G fonksiyonunun
varhging ve tekligini garanti eder.

1. ¥(1) =a ve
2. Her n € Nigin ¢)(n+1) = 0,(¢(n)) = a - ¢¥(n).

Simdi her n € N i¢in
a" :=(n)
olarak aciklarsak bu iki 6zellik asagidaki sekli alir:

I a'=ave
II Hern e Nigin a"' =a-a™

Onemli: Bu yaklagimda a” &gelerinin tammlar1 kusursuzdur; I ve II ise bu
ogelerin tamims degil, baska bicimde tanimlanmas ogelerin 6zellikleridirler.
Ancak elinize alacagimiz herhangi bir analiz veya cebir kitabinda ise I ve
IT’nin sol yanindaki terimler sag yandakilerle tanimlanir ve bu iki 6nermeyle
her n € N i¢in @” tammlanmigtir denir. Benzer bigimde S # 0 ve f : S — S
ise Dedekind sizin de tahmin edeceginiz gibi dogru olarak her n € N igin f”
fonksiyonlarini tanimlar ve bunlarm f' = f ve her n € Nicin f"t! = fo f"
ozelliklerine sahip oldugunu belirtir. Ama siz biiyiik bir olasilikla bu iki
onermeyle f" fonksiyonlarimin tanimlandigini 6grenmissinizdir.

Y1l 1895: Peano aritmetigi aksiyomatik olarak yapilandirmak istedigi
“Formoulaire de Mathématiques” caligmasinda dogal sayilar icin daha 6nce
sOzlini ettigimiz toplam ve ¢arpim tanimlarin verir.

Y1l 1930: Landau’nun Analizin Temelleri [38] kitabinda biri 6grenciler
digeri 6greticiler icin olmak fizere iki 6nsoz vardir. Ogrencilerden diger
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6ns6zii okumamalarim ister. Ogreticiler i¢in yazilmig 6nsozde icten itiraf-
lar vardir. Asistani Grandjot, Landau’nun ders notlarini kullanarak verdigi
analiz dersinin sonunda, ders notunu geri verirken ders sirasinda bazi aksi-
yomlar eklemek zorunda kaldigini belirtmistir. Sorunlu gérdiigii tanimlar,
toplama ve carpma iglemleri Peano’nunkiler olmak iizere dogal sayilar icin
aciklanan

n n
x+y,x-y,2xi ve Hxl (2.6)
1=1 i=1

tanimlaridir. Bu diiriist ve sevimli 6nso6zii okumay1 her meslektagima oneri-
rim. Landau asistanin hakli oldugunu goriir ve gerekli diizeltmeleri yapar.
(I1.2)’de verilen iki tanimin dogru tanmimlar olmadigini belirtmigtik.

Y1l 1966: Schmidt, Dedekind’ten seksen yil sonra hala duymayan kaldiy-
sa hala cok sik kullanilmakta olan bu yanlig tanimlarin tanim olmadiklarini
tekrar duyurur [51].

Bu tanimlara ve (2.6)’daki toplam ve garpimlara hemen birinci sinifta,
ilk yar1 yilda gereksinim duyariz. Bu agsamada ise belki tekrarli teoremi
kamtlamak istemeyebiliriz. Ne yapmali? Asagidaki énerme ve ekini kanitsiz
verebilir ve kullanabiliriz. Onlarin savunduklar1 o kadar akla yatkindir ki,
onlarin savlari tartigmasiz kabul goriir.

Uda bir O : UxU— I[;j ikili iglemi verilsin. O(z,
Ayrica U'da bir h : N — U dizisi verilsin. z,, := h(n
asagidaki onerme gecerlidir:

y) yerine [y yazalim.
) alalim. Bu kogullarda

@nerme 2.4.9 Asaqidaki kosullar: saglayan tek olarak belirli bir f : N —
U fonksiyonu vardr:

1. f(0) = xo ve

2. Hern € Nigin f(n+1) = f(n)Ozp41.

Kanit. (2.3.3)'te a := ¢ alalim ve G fonksiyonunu ise her (m,n) €
N x N i¢in G(m,n) := nxy,41, diger yerlerde istenildigi gibi , 6rnegin
ozdes olarak () olarak agiklayalim. Bu kosullarda 2.3.3 teoremi bize tek
olarak belirli

L. f(0) = o,

2. Her n € Nigin f(n+1) = G(n, f(n)) = f(n)Ox,q1
kogullarini saglayan bir f: N — U fonksiyonu verir. m
Sonug 2.4.10 X # () smfinda bir O : X x X — X ikili islemi ve bir

h:N — X dizisi verilmis olsunlar. Her n € N i¢in x,, := h(n) olmak tzere
asaqrdaki kosullar: saglayan bir tek f: N — X fonksiyonu vardur:
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1. f(O) = Zg.

2. Hern € Nigin f(n+1) = f(n)Oxpgq.

Kanit. X’deki ikili islemi herhangi bir big¢imde Uda bir ikili isleme
genisletelim. (2.4.9)’dan dolay1 istenilen kosullar1 saglayan bir f : N — U
fonksiyonu tek olarak vardir. Geriye f[N] C X oldugunu gostermek kaliyor.
Bu ise basit bir tiimevarim isidir. M = {n € N|f(n) € X} dersek

f(0) = zp € X oldugundan 0 € M. Simdi n € M olsun, dd. f(n) € M.
Buradan ise

fin+1)=f(n)Ozp1 e M =n+1e M

olur ve igimiz biter. m

Ornek 2.4.11 (2.4.10)’da X # () bir kiime ve O iglemi + toplama iglemi
olsun. f : N — X Onermemizdeki fonksiyon olmak tizere

Z$k = Z xp = f(n)
k=0 k<n+1

olarak tanimlanir. Bu durumda fonksiyonumuzun 6zellikleri

0 n+1 n
ZMZSUO,ZM:: Tk | + Tnt1
k=0 k=0 k=0

seklini alir. [J iglemi - ¢arpma iglemi oldugunda ise

n

H:ck = H xy = f(n)

k=0 k<n+1
olarak tanimlanir. Bu durmda fonksiyonumuzun 6zellikleri
0 n+1 n
H T = X0, H T = Tk | Tn+1

seklini alirlar. Eger toplama ve carpma iglemlerimizin sirasiyla 0 ve 1 ile
gosterecegimiz etkisiz ogeleri varsa, bu tanimlar

Zxk =0 = Z«’L’k ve H:ck =1= Hmk

ke k<0 ke k<0

olarak genisletilirler. [
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Ornek 2.4.12 (2.4.10)’da X = U ve O iglemi olarak U iglemini alalim.
Ty, yerine A, yazalim ve f : N — U teoremimizin verdigi fonksiyon olmak
tizere AgU---U A, := f(n) olarak tanimlanir. Her n € N i¢in

AU UA U Apgr = (AU UAR) U Ay
elde ederiz. [J iglemini x kartezyen carpim iglemi aldigimizda ise
Ag X -+ X Ay X Ap1 = (Ag X -+ X Ap) X Appq

elde ederiz. [

Tanimlarin nasil yapilacagini 6grenmis bulunuyoruz. Tekrarli teoremle-
rin varhigim ve tekligini garanti ettigi fonksiyonlar: kullaniyoruz. Peano
yapilarinda toplama, carpma ve iis islemlerini bu sekilde t,,, p,, ve en
fonksiyonlar: yardimiyla yaptik. n Neumann dogal sayilarinin tanimini yine
tekrarl teoremle kazandigimiz bir fonksiyon aracilig: ile yaptik. Kuskusuz
dogal sayilar igin n! sayisinin tanimi size 0! := 1 ve (n+1)! := n!-(n+1) ola-
rak verilmistir. Dogru tanimi soyle verebilirsiniz: Once yine 0! := 1 olarak
aciklanir. Ardindan (2.4.10)’da X = N*, iglem ¢arpma ve zj := k alinirsa

her n € N* icin

n

olarak agiklanabilir. [}, x5 carpimim kullanmayan bir bagka tanim (I1.17)
"de verecegiz.

Bu kadar 6rnekten sonra bu tanimlarin nasil yapilacagin 6grendik, an-
cak sorunu biraz ayrintili tartigmakta yarar var. Her seyden once nigin
bu yanhslarin siirtip gittigini yanitlamamiz gerekir. Simdiye kadar tiime-
varimla tanim baglaminda yaptigimiz tanimlar, tekrarli teorem yardimiyla
onarilabilir tanimlar olduklarindan bir sorunla kargilasmadik, dd. bagimizi
duvara carpmadik. Bir diger neden de burada, Dedekind gibi keskin ze-
kali bir matematikciyi gerektiren, farkedilmesi gok zor bir sorunun bulun-
masidir. Tim bunlarin yam sira herhangi bir bigimsel kuramin nesne dili,
dd. kendi 6z dili ile bu kuramdam s6z ederken kullandigimiz sézeden dil
ayrimi ve bu kuramin kendi teoremleriyle, bu kuram hakkinda bir bagka
kuram kullanarak elde ettigimiz s6zeden teorem ayrimi ancak aksiyoma-
tik kiimeler kuramiyla 20.ylizyilin ilk geyreginde netlesmis kavramlardir.
Eger kiimeler kurami yapmiyorsak, ornegin geleneksel matematikte oldugu
gibi Peano Aritmetigi yapiyorsak, diller ve teoremler birbirine karigmig du-
rumdadir. Bigimsel bir kuram olarak iglenecek Aksiyomatik Kiimeler Ku-
raminda bazen asiri titiz izlenimi uyandiracak yaklagimi anlamamiz i¢in de
buradaki tartisma 6nemlidir.
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Kars: goriig: Tekrar 2.4.8’e donelim. €2 bir sistem, w € Q ve § : Q@ — Q
oradaki gibi verilmis olsunlar. Bu teoremin kanmitini unutalim ve bir ¥ :
N — € fonksiyonunu

I ¥(1):=wve
II Her n € Nigin ¢(n') := 6(1p(n))

olarak tamimlayalim (Burada Dedekind anlaminda dogal sayilar s6z konusu
ve bunlar 1 ile baglar, ancak bu hig 6nemli degildir). Simdi sunu savunu-
yorum: I ve II ile v fonksiyonunu iyi tanimlanmastir ve bu ozelliklerle tek
olarak belirlidir. Once hemen tekligi gorelim. ¢ : N — ) fonksiyonu da bu
iki 6zellige sahip olsun. E := {n € N|¢(n) = ¢(n)} diyelim. I’den dolay1
1 € E, II'den dolay1 ise n € FE ise (tvk)

b(n) = 0(¥(n)) = 0(p(n)) = ¢(n)

dolayisiyla n’ € E olur. Boylece tiimevarim teoreminden E = N olur. Bu-
rada sakat bir gey var m1? (Hayir! Bu tamamdir). Diger yandan herhangi
bir ¢ : N — ) fonksiyonu, her n € N i¢in degeri biliniyorsa, biliniyordur.
Simdi bizim durumumuzda 1 fonksiyonunun 1’deki degeri I’den dolay1 bili-
niyor, ¥ (1) degeri I ile tamimlanmigtir(tiimevarim baslangici), II'den dolay:
ise degeri n i¢in biliniyorsa n’ i¢inde biliniyor, dd. “i)(n) tanimlanmigsa”
1(n')’de tanmimhdir(tiimevarim adimi), dolayisiyla ¢ fonksiyonum her n igin
tanimlidir. Sorun nerede?

Sorun artik sizin de sezdiginiz gibi yalmzca II’de. Orada tanim elenebilir-
lik kosuluna uymaz. Bir bagka sorun “¢» fonksiyonum” tiimcesindedir!®. Bu-
rada siz 1 fonksiyonunu her iki 6zellige sahip olarak varsayiyorsunuz ve ikin-
ci adimda gosterilen ashinda ilk adimin aymsidir: varsa teklik. Landau’nun
IT'ye itiraz1 ise gsudur: “ IT bize ¢ (n) tanimlanmigsa ¢ (n’) niin tanimini verir.
Fakat biz ¢ (n)’yi hi¢ de tamimlamig degiliz.”

Biraz daha acalim. Bir ¢ : N —  tanim geregi belli kogulu saglayan bir
1 C N x Q altkimesidir. ¢ fonksiyonunu vermek demek kiimeler kuraminin
¥’yi igermeyen bir 7 formiiliiyle

Y :=mn, (n formili higbir bigimde ¥’yi icermez)

olarak aciklamak demektir. Bu soylediklerimizi Dedekind’in 2.4.8 kanitina
donerek daha iyi belirtebiliriz. Dedekind énce her n € N i¢in Z,, = {m €
N|m < n} olmak tizere bir 1, : Z,, — € fonksiyonunun

Pn(1) =w ve Ym € N(m' <n = ¢,(m') = 0(1p(m))

19Burada [61]’den bir alintinin tam yeridir. Schmidt der ki “Nirnberg’liler birini yakala-
mamiglarsa asmazlar!”. Siz 6nce su ¢’yi bir yakalayin, sonra asarsiniz.
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olacak bigimde varligini ve tekligini kanitlar. Ardindan

¢ = U wn (27)

neN

olarak tamimlar. ¢ kiimeler kuraminin bir formiili ile tamimlanmigtir ve
tanimlanan tanimlayanda gegmez! Sonra sirasiyla ’nin bir fonksiyon oldu-
gunu, I ve II ozelliklerini sagladigini, ardindan da tekligini kanitlar. Simdi
siz tanim olarak diigiindiigiiniiz I ve II’yi (2.7)’ye benzer bir bigimine soka-
bilir misiniz?

Olayin bir de soézeden dil ve nesne dili agisindan ele alinmasinda yarar
vardir. Bir A = (4, ’,0) Peano yapisinda aritmetik yapiyor olalim. Evreni-
miz A’dir. Aksiyomlarimiz Peano aksiyomlaridir ve mantiktan aldigimiz
bir takim ¢ikarim kurallarimiz vardir. Peano Aritmetiginden anlamak is-
tedigimiz sey bu evrende yasayan sanal bir yaratigin aksiyomlarindan yola
gikarak, kendi kuraminin nesne dilindeki formiillerinden ¢ikarim kurallar:
yardimiyla kanitladiklar: teoremleri bulmaktir, yoksa bir bagka kuramin
kendi dilinde “Peano Aritmetigine” ilgkin teoremler degildir. Sonuncular
Peano Aritmetigi hakkinda sézeden teoremlerdir (Bu konuya iligkin agmaz-
larin tartigmasi sirasinda soylediklerimize tekrar gbzatmakta yarar vardir).
Peano Aritmetiginde anlam tagiyacak tanimlar bu sanal yaratigin anlaya-
bilecegi, dolayisiyla kuramin nesne dili ile yapilanlardir.

Simdi her n € A i¢in A’da simdilik bir B, kara kutusuyla gosterecegimiz
nesneler tanimlamak istiyoruz. Bir n i¢in nesnenmizin ne oldugunu tanimla-
migsak nesnemizi [, ile gbsterelim. Genelde tanim olarak verilen gema
g0yledir: A kiimesinden basgtan bir ay € A 06gesi secilir, [y := ag ola-
rak tamimlanir ve ayrica elimizde bir K kurali vardir ve her n € A igin
W, := K(MW,) olmasim isteriz. Béyle bir denklem ancak nesnemiz n i¢in
tanimlanmigsa nesnemizin n + 1 igin bir tanimina doniisiir, dd. U, =
K(O,). “0O, tamumlanmig olsun”, o zaman U, 11 := K(O,) dedigimizde “
” igindeki tiimce Peano Yapilari Kuraminin nesne diline ait degildir; do-
layisiyla boylece her n icin nesnelerimizin tanimlandigina ilgkin kanitimiz
bu kuramin bir kamt1 degildir! Ornegin her n dogal sayis i¢in tammlamak
istedigimiz nesne n! olsun. Siz

0l:=1,11:=0!-1,20:= 112,31 := 2! 3,4l := 3! - 4

olarak tanimlayabilirsiniz; bunlar Peano Yapilar1 Kuraminda kusursuz ta-
nimlardir. Ancak herhangi bir n dogal sayisi i¢in n! tanimlanmadig: siirece
o kuramda

n+1)!:=nl-(n+1)
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higbir anlam tagimaz! n! tamimlanmamigsa gergekte bu tanim hicbir anlam
icermeyen
(m+1)!:=m,-(n+1)

ifadesine dontigtr.

Timevarimla kanitla tekrarli tanim arsindaki farki: bir kez de s6yle vurgu-
layalim. Tlimevarimla kanitta her n dogal sayisi i¢in verilmis o, énermele-
rimiz var ve bizden istenen bu Onermelerin her birinin dogru oldugunu
kamtlamaktir. Verilmis onermelerimiz yardimiyla tek olarak belirli M :=
{n|¢n dogru} kiimesi tanimlanir ve bizden istenen M = N oldugunu goster-
mektir. Tekrarli tanimlamada ise bize her n dogal sayisi i¢in bir a, nesnesi
verilmis degildir; bize verilen kural veya kurallardir ve bizden istenen ise
bu kurallar1 saglayan a, nesnelerinin varhgim ve tekligini gostermektir.
Oyleyse dnce bir bigimde bu nesneleri vermek durumundayiz. Verdigimiz
nesnelerin teklik ve ve kurallara uygunluklarimi gostermek ancak bundan
sonra gelen seylerdir.

izleyecegimiz yol: Okuyucunun da gsimdiden fark ettigi gibi farkh kav-
ramlarin tamimlar: farkli fonksiyonlarin bulunmasini zorunlu kilar ve bazan
bazi manevralar yapmak gerekir. Bu yolu katiksiz izlemek sikici bir hal ala-
bilir. Ama yine de biz aritmetigin temel kavramlarinin tanimlarini kusur-
suz verdik. Bir de tiim matematigi lizerine kurmay1 planladigimiz kiimeler
kuraminin temel kavramlarinin tanimlarin tekrarli teorem yardimiyla ku-
sursuz olarak yapacagiz. Ancak bazi teoremlerin kanitinda, kanitlar: fazla
uzatmamak icin dahi olsa, daha onceki gevsek yolu izlemekte bir sakinca
gérmeyecegiz.

2.4.2  Dogal Sayilarimize Biliyor muyuz?

Epeyce yol aldik, iyi giizel de dogal sayilar nelerdir? Dedekind ve Peano ile
yaptigimiz sey Peanao yapilarimi arastirma ve orada aritmetigin temellerini
atmak olmugtur. Ancak Peano bize bir Peano yapisi sunmamigtir. Dedekind
biraz daha fazlasin1 ¢gok daha dogru séylemistir. O her sonsuz sistemde bir
sayiserisi, dd. bir Peano yapisi bulundugunu kanitlamistir. Ne var ki bize
bir sonsuz sistem bulmak diigliyor. Bir tane bulsak gerisi tamam. Dedekind
bir sonsuz sistemin varligini kanitlamigtir, ancak bu kanit ve sistem geligkili
oldugundan kabul edilemez.

Dedekind ve Peano ile, eger bir sayiseri varsa veya bir Peano yapisi
varsa bunlarin sahip olacaklar: 6zellikleri aragtirdik. Onlar yardimiyla Ne-
uman dogal sayilarimizi da tamimladik. Dedekind dogal sayilardan yola
c¢ikarak tam, rasyonel, gercek ve karmagik sayilarin nasil kazanilacagini da
gostermigtir.
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Tiim gereksinimiz bir sonsuz kiime! Onun varhigini ise aksiyom olarak is-
temekten bagka caremiz yok. Dolayisiyla Aksiyomatik Kiimeler Kuraminda
bir sonsuz kiimenin varligi bir aksiyom olarak istenir. O aksiyomda “sonsuz”
kelimesi gegmez, ancak tiim Neumann dogal sayilarim 6ge olarak icermesi
garanti edilir; bu yeterlidir.

2.5 ESGUCLU KUMELER

Insann bir bakista saymadan algilayabildigi cokluk dorttiir [34]. Bu saymin
kargalarda ti¢ oldugu goz oniine alinirsa gorsel gokluk kavrayigimizin pek
gelismis oldugu sdylenemez. Bugiin bile bazi kabilelerin dillerinde dortten
biiyiik gokluklar i¢in bir ad bulunmadigini biliyoruz. Bu bize sayma iglemi-
nin insanoglunun siradan bir etkinligi olmadigini ve oldukca gelismisg bir
soyutlama yetenegini gerektirdigini kanitlar. Buna ragmen ¢ok eski zaman-
larda bile insanlar ¢okluklar kwaslamay: 6grenmislerdir. Ornegin koyun-
larinin ¢oklugunu akilda tutmak i¢in degisik yontemler gelistirmislerdir: Bir
koyun-bir kertik, bir koyun-bir ¢akil tagi, bir koyun-bir diigiim, bir koyun-
bir parmak bogumu vb... . Bir koyun-bir tas eslemesini yaptigimizda aslinda
K koyunlar kiimesinden T taglar kiimesine bir f : K — T fonksiyonu
tanimlamig olmaktayiz. Ikisi aym anda bittiginde, dd. f bir tamesleme
oldugunda ne kadar koyun varsa o kadar tag vardir diyoruz. Koyunlar
bittiginde heniiz eslesmemis taglar varsa, f birebir ama oOrten degildir ve
bu durumda koyunlarin az oldugu sonucuna variriz. Bu en eski matema-
tiksel sezgimiz bugiin de ¢okluklar1 kiyaslamada kullandigimiz en giivenilir
Olglimiizdiir.

Tanmim 2.5.1 A ve B ki kiime olmak dzere:

1. A ile B esg giuglidiir (imlerle : A «~ B) =—= df : A =2 B
(tamesleme). =(A «~ B) yerine bazen kisaca A »~ B yazacagiz.

2. A en fazla B kadar giiglidiir (imlerle: A< B) <= 3f: A— B
(birebir).

3. B, A’dan daha giglidir (imlerle: A < B) <= (A< B)AN—(A -
B).

Se¢me Aksiyomu kullanilarak kolayca, A # () ise
df : A — B birebir <= dg : B — A orten
kamtlanabilir. Boylece A # () ise
A=< B<«=3f:A— B (birebir) <= dg : B — A (0rten).
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Kolayca goriilecegi gibi

1) A~ A
(2) AwB= B A.
(3) A-BAB~C=>A-C.

Bu 6zellikler bize her X kiimesi igin «~ bagintisinin P(X)’de bir denk-
lik bagmtis1 oldugunu sdyler. Ancak herhagi bir ) # x € U i¢in [z].. =
{y € U|z « y} bir kitme degildir ve bu CKK’da ¢okluk ve sira sayilarmin
tanimidaki zorluklarim nedenidir. Ornegin a € U igin [{a}].. = {{z}|z €
U} tek 6geli kiimelerin smfi bir kiime olsaydi | J[{a}].. = U’'nun da bir kiime
olmasi gerekirdi!

2 = {0,1} ve A herhangi bir kiime olmak iizere 42 = {f|f: A — 2}.
X C A altkiimesi igin

(a) = 1 aeX
XW=L0 acAX

ile tanimlanan c¢x : A — 2 fonksiyonuna X kiimesinin A kiimesindeki
6zgiin (karakteristik) fonksiyonu denir. Her X € P(A4) i¢in f(X) := cx
ile tanimlanan f : P(A) — 42 fonksiyonu bir tameslemedir.

Teorem 2.5.2 Her A, B ve C kiimeleri icin
1. 42~ P(A).
2. BNC =0 ise BYCA ~ BAXC A
3. C(BA)  BXC 4,
4. “(Ax B) «~ “Ax%B.

Kanit. 1. X C A altkiimesini c¢x 6zgiin fonksiyona resmeden doniigim
P(A) kiimesinden 42 kiimesine bir tamesleme tanimlar.

2. Bir f: BUC — A fonksiyonunu (f|B, f|C)’ye resmeden fonksiyon
BUC 4 kiimesinden A x © A kiimesine bir tamesleme tanimlar.

3. Bir f € BXCA verilsin. Her ¢ € C igin f.(b) := f(b,c) ile bir f, €
B A tanimlanir. f*(c) := f. olarak tamimlanirsa bir f* € ¢ (P A) elde edilir.
g(f) := f*ile tammlanan g : BX¢A — ©(B A) fonksiyonu bir tameslemedir.

4. Her f : C — A x B fonksiyonu tek olarak belirli f; : C — A
ve fa : C — B fonksiyonlar ile her z € C i¢in f(z) = (fi(x), f2(z))
bi¢imindedir. g(f) := (f1, f2) olarak tanimlanan g : “(Ax B) — “Ax “B
fonksiyonu bir tameslemedir. m
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Teorem 2.5.3 A, B ve C herhangi ¢ kiime olmak tzere

1. A A,

2. A BANB x A= A« B, (Cantor-Schroder-Bernstein Te-
oremi)

8. AKX BAB<(C=— AXC.

Not 2.5.4 Genellikle Schroder-Bernstein teoremi olarak bilinen bu te-
oremi ilk kez agik bicimde Dedekind ifade etmig ve 1887 giinliigiinde asagida
izleyecegimiz yayinlanmamis kanit1 vermistir. Rautenberg bu kanitin ilk kez
ders notunda yaymlandigini belirtmektedir. Bu kanit bir yandan Se¢cme Ak-
siyomunu, gii¢ kiimesi aksiyomunu ve sonsuzluk akiyomunu kulanmazken
diger yandan oldugu gibi simiflara aktarilabildigi icin de 6nemlidir. [J

Kanit. Birinci ve iiglincii 6nermeler acikca dogrudurlar. Kanitlanmasi
gereken 2. 6nermedir. Bunu kamitlamak icin agsagidaki 6nermeyi kanitlamak
yeterlidir:

(#) YCXAXSY = XY

Simdi (%) dogru ve A B A B < A olsun. Tanum geregi f : A — B ve
g : B — A birebir fonksiyonlar1 vardir. C' := resg olmak iizere C' C A ve
h:=go f: A C birebirdir. Boylece C C AN A < C, dolaysiyla (%) ile
A « C olur. Ayrica g : B 2 resg = C oldugundan C « B, sonugta A «~ B.
|

Simdi (%) ayr1 bir teorem olarak kanitlanacaktir.

Teorem 2.5.5 B C ANA X B — A « B. Sozerle: Bir A kiimesin-
den kendisinin bir B altkiimesine birebir bir dénisim wvarsa A ve B es
guclidirler.

Sonu¢ 2.5.6 BC X CAveB v AiseX A

Kanit. Tanim geregi bir f : A — B birebir fonksiyonu vardir. § C P(A)
kiimesi

(1) f7YP]C P, ve (2) PNBCresf

kogulunu saglayan P 6gelerinden olugsun, dd. S := {P € P(A4)|(1) A (2)}.
U:=JS olsun. z € A\B ise = ¢ resf olacagindan P = {z} kiimesi icin
(1) A (2) saglanir, dolayisiyla = € U. Buradan A\U C B gikar. Dolayisiyla

| fl@) ,zeU
g(w).—{x , v e A\U
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ile bir g : A — B fonksiyonu tanimlanir. Biz g : A 2 B oldugunu savunu-
yoruz. x € U olsun. Bir P ile x € P € S olacaktir. P := PU{f(z)} € S
oldugu kolayca goriliir:

P'NB=(PNB)U{f(z)} Cresf
ve f birebir oldugundan
fUP = Plu{ay c PC P
Dolaysiyla f(z) € U ve bu nedenle
3) [fIUICU.

Once ¢ fonksiyonun birebir oldugunu gorelim. Simdi z,2’ € A ve x # /
olsun. Bu iki 6genin ikisi de U kiimesinde veya ikisi de A\U kiimesindeyse
g(x) # g(2') oldugu agikardir. Simdi x € U ve 2’ € A\U olsun. Bu durumda
(3)ten g(z) = f(z) € U, ayrica g(z’) = 2’ € A\U olacagindan yine g(z) #
g(2') olur.

Son olarak ¢'nin 6rten oldugunu gorelim. y € B keyfi verilsin. y ¢ U
ise y = g(y) € resg. y € U ise, 6rnegin y € P € U ise (2)’den dolay1
y € resf olur. Bir x ile y = f(z). Bu durumda ise (1) ile z € f~[P] C P,
dolayisiyla € P, bunun sonucunda ise x € U olur. Boylece g(z) = f(z) =
y, dolayisiyla yine y € resg olur.

Sonucun kaniti: f : A — B birebir ve i : B — X dogal gdbmme olmak
tizere ¢ == io f : A — X birebirdir. Dolayisiyla A < C olacagindan
teoremden A «» C olur. m

Not 2.5.7 Bu yaln ve giizel kanmittan sonra (2.5.3) icin ikinci bir kanit
verecegiz. Bu kanitta 6nce ekimizi kamtlayacagiz. B C X C Ave B~ A
ise X v A oldugunu savunuyoruz. X = A ise kanitlanacak bir gey yoktur.
Bu nedenle Y := A\X # () varsayalim. Verilerden dolay: bir f : A = B
tameglemesi vardir. Tekrarli tanimlamayla bir g : N — U fonksiyonu

9(0) :=Y ve g(n+1) := flg(n)]

olarak tanmimlansm. Z := (J, cy9(n) olmak iizere bir h : A — X fonksi-

yonu
() ;:{ fo e’

olarak tanimlansin. h fonksiyonunun bir tamesleme oldugunu savunuyoruz.

Once ortenligi gosterelim. z € X keyfi verilsin. = ¢ Z ise x = h(z) € resh.
x € Z olsun. z € X oldugundan = ¢ A\X = ¢(0). Bu nedenle bir n ile
x € g(n+ 1) = flg(n)]. Dolaysiyla bir z € Z ile z = f(z) = h(z).
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Simdi de h doniigimiiniin birebir oldugunu goérelim. x,y € A ve x #
y olsun. h ayr1 ayr1 Z ve A\Z’de birebir oldugundan x € Z ve y ¢ Z
durumunu irdelemek yeterlidir. Ancak bu durumda h(y) ¢ Z ve h(x) =
f(z) € Z olacagindan h(x) # h(y) olur ve h birebirdir.

Simdi B € AA A < B olsun. Birebir bir k£ : A ~— B doniigiimii vardir.
k[A] € B C A ve k[A] «~ A oldugundan az 6nce kanitladigimizla B «~ A
olur. Bu kanit da kisa ve giizel bir kanit olmasina karsin her iki kanit
arasmnda onemli bir fark varidir. Ilk kamt kiimeler kuraminin ¢ok erken
evresinde verilebilirken ikinci kanit icin epeyce yol katetmek gerekecektir:
Dogal sayilar: tanimlamig ve tekrarli tanimlamayi 6grenmis olmaniz gereke-
cektir. Bu kanit aslinda Dedekind’in tekrarli tanmimlamay1 kullanmayan bir
kanitinin, Dedekind’in zincir kavrami kullanilmadigi icin, aslinda yalin bir
kanitin karmasiklagtirilmis seklidir??. Dedekind bu kanit1 Cantor’a 1899’da
yazdig1 bir mektupta bildirmistir ([16], Aus dem Briefwechsel zwischen Can-
tor und Dedekind). Burada tanimlanan Z kiimesi Y kiimesinin f- zincirin-
den basgka gey degildir, dd. Z = fo(Y). O

Ornek 2.5.8 Bir A kiimesinden kendisinin bir B altkiimesine birebir bir
fonksiyon bulabiliyorsak teorem (2.5.5)'ten dolay1 A «~ B olur. 0 # r € Q
rasyonel sayilarimizi sadelestirilmis bigimlerde m,n € N, n > 0 olmak {izere

m m

r = 7% olarak yazahm ve m ile T Ogelerini 6zdesleyerek N C Z C Q elde

edelim. p, q ve o birbirinden farkli herhangi ii¢ asal say1 olmak tizere
m > 0 ise f(m) =p"q", m <0 ise f(m) =0 "q" ve f(0):=0
n n
ile tamimlanan f : Q — N doniigiimii birebirdir. Dolayisiyla Q «~ N, bunun

sonucu olarak da Q «~ Z -~ N. O

Ornek 2.5.9 R uzayinda herhangi iki agik aralik eggticliidiir. Gergekten
de a,b,a, 8 € R sayilari a < b ve a < [ olacak bicimde verilsinler. Her
x € (a,b) igin

flae) =52

ile tamimlanan f : (a,b) — («, ) fonksiyonu bir tameslemedir. Diger
yandan

(x—a)+a

T
90 =i

ile tanimlanan g : R = (—1,1) bir tameslemedir. Boylece R her agik

aralikla, bunun bir sonucu olarak da bir agik aralik iceren her altkiime-
siyle esgiiclidiir. O

20Dedekind’in “Was sind und was sollen die Zahlen” kitapcigmi kitap tamamlandiktan sonra
inceledigim i¢in bunu da ge¢ farkettim.
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Ornek 2.5.10 Her k € Nicin Ny, := {k, k+ 1,k +2,.. .} vety : N — N,
ise her n € N i¢gin tx(n) := k + n ile tanimlanmig fonksiyon olsun. t;’ler
birebir (aslinda tamegleme) oldugundan her k£ € N i¢in N v~ Ni. O

Ornek 2.5.11 f: N — N x N ve g : N x N — N déniigiimleri f(n) :=
(n,0) ve g(m,n) := 2™-3" olarak tanimlansilar. Bu iki fonksiyon da birebir
oldugundan (2.5.3) ile N «» N x N elde edilir. Q «~~ N oldugundan N -~ Q x Q
elde edilir. Buradan tiimevarimla kolayca her 0 # n € N igin N v~ N” v~ Q™
gosterilir. O

Ornek 2.5.12 Simdi V2 «~ R, dolayisiyla bir sonraki teoremizle birlikte
N < R oldugunu savunuyoruz. 2 = {0, 1} oldugu igin herhangi iki 6geli A
kiimesi, 6zellikle A = {0, 2} kiimesi icin N2 ve N A kiimeleri eg giicliidiirler.

Her z € NA icin
= z(n
fla) =3 20
n=0

ile tammlanan f : YA — R fonksiyonu birebirdir. Bu nedenle N2 < R.
Diger yandan N2 « P(N) oldugunu biliyoruz (2.5.2). Geriye R < P(N)
oldugunu gostermek kaliyor. Ornek 2.5.9’dan dolay I = (0,1) olmak tizere
I « R oldugundan bir birebir g : I — P(N) bulmak yeterlidir. Her x € I
sayisi, 9’lu tekrar olmamak kosuluyla, tek bicimde ondalik agilimla z =
0.xgx1T2T3 - - - olarak yazilabilir.

g(x) = {wo, ox1, ToT122, TOT1T2T3, . . .}

olarak tanmimlanan g : I — P(N) fonksiyonun birebir oldugu apagiktir ve
isimiz biter?!. C' := resf kiimesi Cantor kiimesi olarak bilinen 6nemli bir
kiimedir. Elbette yan tirtin olarak C «~ I «~ R elde ettik.

R < P(N) oldugunu baska sekilde de kolayca gorebiliriz. N «~ Q oldugun-
dan P(N) «~ P(Q) olur (Prob.2.5.3). Herhangi farkli iki gercek say1 arasinda
bir rasyonel say1 bulundugundan f : R — P(Q) (r ~ {x € Q: x < r})
fonksiyonu birebirdir. Dolayisiyla R < P(Q) «~ P(N). O

Ornek 2.5.13 ikinci 6rnegi genellestirecegiz. = = (x1,...,2n) € R igin
lzll = yfat+ -t}
Oklid normu olsun. a = (a1, ... ,a,) € R” ve pozitif r € R icin

B.(a):={z e R" |||z —a|] <1}

21Burada &rnegin xo = 3, x1 = 2 ise xox1’den 32 dogal sayis1 kastedilmistir.
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ile a merkezli r yaricapl acik topu gosterelim. Merkez orijin oldugunda, dd.
a = (0,...,0) oldugunda bu topu kisaca B, ile gosterelim. Her r > 0 i¢in

gr: Bi — By (z ~rx = (ray,...,ray))
doniigtimii bir tameslemedir. Diger yandan R™’de
to(z) =+ a

ile tanimlanan 6teleme dontigiimii B, agik topunu birebir olarak B,.(a) agik
topu tizerine resmeder, dolayisiyla B, « B;(a). Bu nedenle R" uzaymdaki
herhangi iki agik top esgiicliidiir. Ayrica her x € R” igin

b(x) :

o X
Jzll +1

ile tanimlanan b : R® — B; dontigiimii bir tameglemedir. Sonugta R"
uzay1 kendisindeki her agik topla esgiiclidiir. Bunun bir sonucu olarak da
bir i¢ nokta iceren, dd. bir acik top igeren her altkiimesiyle esgiicliidiir. [J

Ornek 2.5.14 Simdi her 0 # n € N i¢in R” v R oldugunu gorelim. Bu-
nun icin R? « R oldugunu gostermek yeterlidir, gerisi bir tiimevarim igidir.
D :=[0,1) x [0,1) ve I :=[0,1) olmak iizere (2.5.13) ve (2.5.9) nolu érnek-
lerden dolay1 R? «~ D ve R « I oldugundan D « I oldugunu gostermek
yeterlidir. Her x € I sayisi, 9’lu tekrar olmamak tizere tek olarak belirli bir
x = 0.xgz1x223 - - - ondalik acilima sahiptir. D = I xI oldugundan herhangi
bir p = (x,y) € D i¢in z,y € I. x = 0.xpz1x223 -+ ve y = 0.Y0y1y2y3 - - -
olsun. Bu durumda

f:D—1Iveg:I— D fonksiyonlar
f(@,y) = 0.z0yor1y122Y2 ... ve g(z) = (2,0)

olarak tanimlansinlar. Her iki fonksiyon da birebir olduklarindan (2.5.3) ile
D I elde edilir. O

Kisaca Cantor’un [5] ¢alisgmasindan séz edecegiz. Cantor’un kiimeler ku-
ramina iligkin ilk caligmasi diyebilecegimiz bu ¢aligmada heniiz “kiime”,
“sayilabilirlik” ve “gii¢” kavramlar1 ve siradaki teoremin ardindan gelen
teoremde verecegimiz “kosegen yontemi” ortalikta yoktur. Cantor énce ce-
birsel sayilar: dogal sayilarla numaralayabilecegimizi, bugiinkii terimlerle bu
sayilarin kiimesinin sayilabilir oldugunu kanitlar. Bunu kolaylikla kanitla-
masina karsin asagidaki teoremi kanitlarken oldukga zorlandigini belirtir:

Teorem 2.5.15 Dogal saylarla numaralanmas ve birbirinden farkh

W1, W2,y ooy Wyy ..
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gercek sayilary nasil verilirse verilsinler keyfi verilen her (o, B) araliginda
bu dizide olmayan bir n gercek saypsi bulabiliriz [5/2.

Kanit. Simdi o < 8 olmak tizere («, 5) agik araligi verilsin. Bu araliga
diigsen w, sayilar1 birden fazla ise bunlardan numaralarina gore ilk ikisi
o, 3 ve o < B olsun. (o, ') araligina diisen w,, sayilar1 birden fazla ise
bunlardan numaralarina gore ilk ikisi o”, " ve o < 3" olsun. Boyle devam
edersek iki durumla karsilagiriz.

Birinci Durum: Sonlu adim sonra i¢inde w,, sayilarindan en fazla bir tane
bulunan bir (a(V ), (”)) araligina ulagiriz. Bu arlikta, eger varsa, igine diigen
w, sayisindan farkli sececegimiz her 7 igimizi gorur.

Ikinci Durum: Birinci durum séz konusu degildir. Bu durumda

W1, W2,y .o oy Wyy ...
dizisinin kesin artan
! " n
a ) a b a )
alt dizisi ile kesin azalan
/ /! 24
B85, 87, . ..

dizilerini ve bunlarin belirledigi

(a,8) > (/,8) D> (a",8") > -

icige aralilklar dizisini elde ederiz. o/, o, o, ... kesin artan ve iistten siirl
oldugundan bir a® gercek sayisma, ', 3", 3", ... kesin azalan ve alttan
sinirh oldugu igin bir 8 gergek sayisina yakinsar. Burada da iki durum s6z
konusudur. Bu durumlari irdelemeden 6nce hemen belirtelim ki araliklari-
mizin tanmm geregi daima w, ¢ (a®),3"). Birinci durum a® = g
olmasidir. Bu durumda 1 = o alabiliriz. Herhangi bir p dogal sayisi
icin a*° = w, olamaz; ¢iinkii bir yandan a™ € (2P ) diger yan-
dan w, ¢ (o B3P Tkinci durumda ise > < 3. Bu kez (a™, 5>)
araligindan sececegimiz her bir 1 gercek sayist wi,wo, ..., w,, ... dizisinde
gecmez. M

Durup soluklanmanin tam zamani! Su anda kanitin verdigimiz teorem
matematikte qigir acan, farkl tiirden sonsuzluklarla ilk temasa gectigimiz,
kiimeler kuramini baslatan teoremdir. Cantor’un epeyce zihinsel caba har-
camasina yol agsa da sonunda ortaya cikan kanit yalinhik ve anlasilirlig ile

22Bu teoremin ifadesinde ve kanitinda Cantor’un gdsterimlerine sadik kaldik. Giiniimiizde bu
teoremin, bir kismiyla kitabimizda da karsilagacaginiz, kisa ve anlagilir kanitlar: vardir. Teoremin
Kiimeler Kurami’'ndaki 6neminden dolay1 size bu ilk kanit1 da sunmak istedik.
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insani sagirtmaktadir. Bu Cantor’un tiim makalelerinin ortak 6zelligidir.Da-
ha sonra [13]’de bu teoremin kogegen yontemiyle daha yalin bir kanitini ve-
rir. Aslinda mutlaka kargilagmig olacaginiz kogegen yontemiyle dogal sayi-
lar kiimesinden iki 6geli bir kiimeye tiim fonksiyonlarin kiimesinin sayilama-
yacagini kanitlar. Simdi verecegimiz teorem ve kaniti, Oklid’in asal sayilarin
sonsuz ¢oklukta oldugunu soéyleyen teorem ve kanitini yadsimamakla bir-
likte, matematikteki onemi, kanitin yalinlig: ve giizelligi acisindan kuskusuz
zirvededir.

Teorem 2.5.16 (Cantor) Her A kiimesi i¢in A < P(A).

Kanit. f(a) := {a} ile tanimlanan f : A — P(A) doniigiimii birebir
oldugundan A < P(A). Herhangi bir g : A — P(A) fonksiyonunun orten
olamiyacagini goterirsek isimiz biter.

g: A — P(A) fonksiyonunun 6rten oldugunu varsaylim.

B:={ac Ala¢ g(a)}

kiimesi A kiimesinin bir altkiimesi oldugundan en az bir a € A 6gesinin
resmidir, dd. g(a) = B. Eger a € B ise B’nin tanimindan a ¢ g(a), do-
laywisiyla a ¢ B olacaktir. Boylece a € B = a ¢ B oldugunu kanitladik.
Simdi a ¢ B oldugunu varsayalim. B’nin tamimindan a € g(a), dolayisiyla
a € B olacaktir. Sonugta a € B <= a ¢ B celigkisini elde ederiz ve igimiz
biter. m

Kosegen Yoéntemi: Inamlmaz yalimlikta ve giizellikteki bu kanitla Can-
tor matematige son derece giiclii bir yontem kazandirmigtir. Kogegen yonte-
mi olarak bilinen bu yontemin kavranilmasi son derece 6nemli odugundan,
onu once en kolay izleyecegimiz durumda tartigacagiz.

Ozel Durum: N ile N2 kiimelerinin esgiiclii olmadiklarini savunuyoruz.
Bu iki kiimenin esgiiclii olduklarimi varsayalim. En az bir ¢ : N = N2
tamesglemesi vardir. Her n € N i¢in f,, := ¢(n) olsun ve her m € N igin
frm = fn(m) olmak tizere f,, fonksiyonunu f,, = (fno, fn1, fn2, fas, .- .) ola-
rak yazalim. Fonksiyonlarimizin aldiklar1 degerleri yukaridan agagiya dogru
bir tabloya sirasiyla yerlestirelim:

foo for  foz  fo3
fio fu fiz  fi3
foo  for fo2 fos.
fo f31 fs2 fa3
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Simdi tiim bu f,, fonksiyonlarindan farkli bir f : N — {0, 1} fonksiyo-
nunu tanmimlayacagiz. f fonksiyonun n’deki degerini kogegen tizerindeki (n+
1). degerden, dd. f,,’den farkli segecegiz. Her n € N i¢in

fn):=1— fon =1~ fu(n) # fau(n).

Acikca f € N2 ve her n € Nicin f # f,. Bu bir celigkidir. Bu kanit
(2.5.2)1."in kanitindaki N2 «~ P(N) tameglemesiyle birlestirildiginde (2.5.16)
‘daki kanit kargimiza cikar. Bunu genel durumda verelim.

Genel Durum: Her A kiimesi i¢in P(A) kiimesinin A kiimesinden daha
giiclii oldugunu savunuyoruz. Bir f : A &= P(A) tameslemesinin bulundugu-
nu varsayalm. Her = € A i¢in f(z) kiimesinin A kiimesindeki 6zgiin fonk-
siyonunu f, := cy(y ile gosterelim. Her y € A igin fyy := fi(y) olsun.
Bu durumda f, = (fsy)yca yazarsak, siralamay1 gz ardi eden gevsek bir
yaklagimla tiim f(z) kiimelerinin 6zgiin fonksiyonlarina bir F' = (fzy)z,yeca
matrisi kargihk getirebiliriz. Bu matrisin kosegenini kullanarak bir f* :
A — 2 fonksiyonu her z € A igin

f*(x) =1—foa=1- fac(x) a fx(x)

olarak agiklansin. Her = € A igin f* # f, oldugundan her z € A i¢in

flx)={yc Al fuly) =1} #{y € A f*(y) = 1} = A" € P(A)

olur ve bu f fonksiyonun tamegleme olmasiyla celisir.

Not 2.5.17 Cantor Teoremi'nden dolay1 N < P(N). Diger yandan P(N)
« N2 R oldugundan N < R olur. Simdi kolayca kazandigimiz ve siradan
matematiksel bilgilerimiz arasinda olan bu sonucun ilk bulundugunda ne
anlama geldigini ve matematige neler kattigin1 vurgulamak igin az bilinen
bir 6rnekle szl yine Cantor’a birakalim. R™ uzayimmi dogal topolojisiyle
alalim, agik ve baglantili kiimelere bolge dendigini hatirlatalim. Buldugu
bu sonugtan sonra Cantor su teoremi bir uygulama olarak kanitlamigtir:

Cantor: n > 2, A C R"” bir bolge ve B C A saylabilirse A\B de bir
bolgedir. A\B kiimesinin herhangi iki noktast bu kimedeki sonlu sayida
cember parcalaryla birlestirilebilir[13].

Bir X kiimesinin sayilabilir olmas1 X < N olmasi demektir. Q" kiimesi-
nin de sayilabilir ve R" uzayinda yogun oldugunu animsarsak teorem hic de
az sey soylemiyor. x,y € A\B keyfi verilsinler. A bir bélge oldugundan bu
iki nokta bu kiimede bir poligonla birlegtirilebilir ve bu poligonun kogeleri
ise A\B kiimesinde segilebilir. [p, g] bu poligonun bir kenar: olsun. Simdi
bu kenar1 A\ B’de bir gember parcasiyla degistirecegiz. Uzayimizda bu ke-
nari iceren herhangi bir 2-boyutlu D diizlemi alalim. Artik D diizleminde
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calisacagiz. A := AN D ve B’ := BN D olsun. B’ kiimesi sayilabilir ve
A" kiimesi ise D diizleminin goreli topolojisinde [p, g] kenarim igeren bir
agik kiimedir. D diizleminde [p, ] dogru pargasinin orta noktasindan gegip
bu dogru parcasina dik olan L dogrusunu alalim. D diizleminde, merkez-
leri L dogrusu iizerinde olup p,q noktalarindan gecen ¢cemberlere bakalim.
Bu cemberler p ve ¢ noktalarindan gecen iki ¢ember parcasi belirler. Bu
parcalardan en az birinin, merkez m ise buna C,, diyelim, tiimiiyle A’
kiimesinde olanlarimin merkezlerinin olugturdugu kiimeye M diyelim. [p, ¢]
dogru parcast A’ acik kiimesinin bir kompakt altkiimesi oldugundan M
kiimesi L dogrusu tizerinde bir acik aralik igerir ve bu nedenle M « R.
Farkh C), cemberlerinin yegane ortak noktalar1 p ve ¢ noktalaridir ve bun-
lar da B’ ’de degildirler. Bu nedenle M’ := {m € M |C,, N B’ # 0} i¢in
M' < B' < N < M oldugundan C,, N B’ = () olacak bicimde m € M vardir.
[p, ¢] kenarin1 boyle bir C),, cember parcasiyla degistirelim. Bu iglem poli-
gonumuzun her kenariyla yapildiginda z,y noktalar1 A\B de sonlu sayida
gember parcalariyla birlegtirilmisg olur. [

Bu teoremden sonra Cantor uzay ve mekanik hakkindan bazi goriigler
belirtir. Bu teorem bize R3\Q? uzayinda da bir yerden digerine siirekli
hareketlerle gidebilecegimizi sOyler.

“Uzay hem igindeki bicimler hem de hareket baglaminda
biitiiniiyle siirekli olarak diigtiniiliir. Bundan anlagilansa her arit-
metik (x,y,z) noktasinin uzaya ait oldugudur. Bunun iginse higbir
zorlayici igsel neden yoktur. Uzayin stireklilik hipotezi ii¢ bo-
yutlu R? aritmetik uzay: ile olaylarin icinde cerayan ettigi olay-
lar uzayimizin noktalar1 arasinda bir tamesleme oldugudur.

iginde stirekli hareketlerin oldugu bir uzayin zorunlu olarak
sirekli olmas1 gerekmez! Ornegin R3\Q? te siirekli hareketler
olanakhdir [8].”

Bir 6nerme kanitladiktan sonra Cantor Teoremi’nin bizi nerelere gotiire-
cegine bir bakacagiz.

Onerme 2.5.18 Bir I kiimesinin her ogesi icin bir A; kiimesi verilsin ve
her i € I ogesine karsiak bir j € I ogesi A; < Aj olacak bigimde bulunsun.
Bu durumda A = J;c; Ai olmak iizere her i € I i¢in A; < A olur.

Kanit. Her 7 icin A; C A oldugundan her ¢ icin A; < A. Simdi bir ¢ i¢in
A; < A olmadigim1 varsayalim. Bu durumda tanim geregi A; «~ A olmak
zorundadir. Dolayisiyla her A; C A altkiimesi icin A; < A; olur ki bu en
az bir j € I icin A; < A; olmasiyla geligir. m
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2.3.5'de G : U — U fonksiyonu olarak her z € U i¢in G(z) := P(z), tiim
x € U\U iginse istenildigi gibi 6rnegin G(z) := ) olarak agiklansin. a olarak
ise N alinsin. Teoremimiz tek olarak belirli ve agagidaki kogullar1 saglayan
bir f : N — U fonksiyonunu verir:

1. f(0) =Nve
2. Her n € Nigin f(n+1) = G(f(n)) = P(f(n)).

Her n € N i¢in
P"(N) := f(n)
olarak tanimlarsak her n € N i¢in

PYN) =N, ve P""H(N) = P(P*(N))

olur. Simdi elimizde uzayip giden her biri farkl giicte bir kiimeler zinciri
var:

N <PL(N) <P?(N) <P3(N) <P*(N) < ...

Tim bu kiimelerin birlegimi

PY(N) = Pr(N)

neN

de bir kiimedir ve bu kiime her bir P"(N)’den daha giigliidiir (bkz. (2.5.18)).
Simdi ayn1 G fakat a = P¥(N) alirsak

h(0) = P¥(N) ve Vn € Nh(n + 1) = G(h(n)) = P(h(n))
kosullarini saglayan tek olarak belirli bir A : N —U fonksiyonu elde ederiz.
PYT(N) := h(n)

olarak tanmimlarsak her n € N igin
PTUN) = P¥(N) ve P TH(N) := P(P“T"(N))
olur. Boylece her biri farkl giicteki
N <PL(N) <P?(N) < .. ; P¥(N) <P“FI(N) <P“F2(N) < ...

kiimeler zincirimizi elde ederiz. Artik bu iglemi siirgit yineleyebilecegimizi

biliyoruz?3.

23Bu zinciri ne kadar uzatirsak uzatalim, durumumuz masal kahramaninkinden farksizdir: Az
gittim uz gittim, dere tepe diiz gittim, dondiim baktim ardima, arpa boyu yol gittim.
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Yukarida N ile baglayarak yaptigimiz iglemleri herhangi bir A kiimesinden
yola cikarak yaparsak

A< PHA) < P(A) <...;PY(A) < PTHA) < P(A)“ T2 < ..

zincirini elde ederiz. En giicsiiz kiimeyle, yani A = () ile baglamis olsak
bile P¥(0) « N oldugunu gostermek hig de zor degilir; bir sonraki boliimde
ogrendiklerimizle apacik dogru olacaktir. Yine akil almaz cokluklara ulagmis
oluyoruz.

Kiimeleri giiclerine gore siralamaya kalkarsak, goriinen o ki dogal sayilar-
dan 6teye sandigimizdan ¢ok sira sayilarina gereksinimiz vardir.

Problem 2.5.1 Her z € U ve her A kiimesi icin A ~ A x {z} oldugunu
gosteriniz.

Problem 2.5.2 A x B« B x A oldugunu gdsteriniz.
Problem 2.5.3 A~ B= P(A) ~ P(B).
Problem 2.5.4 A~ AANB~B = Ax B« A x B

Problem 2.5.5 A~ AAB «~ B'A(ANB =0)AN(A'NB' =0) = AUB «~
A'UB.

Problem 2.5.6 {A;};c; ve {A.}icr iki ayrik aile ve her i € I igin A; «~ Al
ise Uier Ai o Uier 45

Problem 2.5.7 {A;}icr bir ayrik aile {I;};cs ise I # 0 kimesinin bir
parcalanisy ise B; = Uite A; olmak dizere {B;}jes 'nin de bir ayrik aile
ve Uies Ai -~ Ujey Bj oldugunu gésteriniz.

Problem 2.5.8 I # () ve heri € I igin A; «~ Aj ise [],c; Ai o Tlicr AS-

Problem 2.5.9 I # () kiimesinin bir {I;};c; parcalanist verildiginde
[Licr 4i - HjEJ(Hz‘te A;) oldugunu kanatlayiniz.

Problem 2.5.10 {X;}ic; bir ayrk aileyse X := (J;c; Xi olmak iizere
Y - [Lic: Y.

Problem 2.5.11 Z([[,.; X;) < [;c; ?X; oldugunu gosteriniz.

Problem 2.5.12 P¥(0) «~ N oldugunu gosteriniz.
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Problem 2.5.13

f:9{0,2} —R <xw2§7§fi>

new
fonksiyonunun birebir oldugunu gdsteriniz.

Problem 2.5.14 Her n > 1 dogal sayist i¢cin N v~ N* « Z™ ~ Q" wve
R« R"™ oldugunu gosteriniz.

Problem 2.5.15 f : N2 — N ((m,n) ~ 2™(2n + 1) — 1) déniisiimiiniin
bir tamesleme oldugunu kanitlayiniz.

Problem 2.5.16 r herhangi bir gercek sayr olmak tizere f : R — (7, +00)
ve g : R — (—o0,r) tameslemeleri bulunuz.

Problem 2.5.17 AC B C C ve A « C ise B «~ C oldugunu verecegimiz
ipucuyla kamtlaymaz. Ipucu: Q = B\A ve R := C\B olsun. f : C = A
bir tamesleme olsun. N C A kiimesine Q U f[N] C N ise normal diyelim. X
ile A kiimesinin normal altkiimelerinin arakesiti gosterlirse X de normaldir ve
X = fIX]UQ ve A =: fIX]UY olmak iizere B =Y + X « A oldujunu

gosteriniz. Zermelo'nun bu gizel kanstine [ [’de bulabilirsiniz.

2.6 SONLU, SONSUZ, SAYILABILIR
VE SAYILAMAZ KUMELER

Uzlagsma: Bu alt boliimde N dogal sayilar kiimesi daima N Neumann dogal
sayilar1 kiimesini kastedecektir.

Esgiiclii kiimeleri tanimlarken ¢ikig noktamiz dogrudan ¢okluklarin sezgi-
sel kwaslamasr olmustur. Buradaki “gii¢” kelimesi “cokluk” Olgiistidiir ve
“eg glicliidiir” tam da “eg g¢okluktadir” anlaminda kullanilmaktadir. En
temel sezgisel aksiyomlarimizdan biri dlgiilebilen bir biiytiklik (uzun-
luk, alan, hacim, agirlik vb. ...) agisindan bitinin 6z parcasindan biyik
oldugudur. Ancak biz daha simdiden bu aksiyoma ters diisen kiimelerle
kargilagtik. Q v~ Z «~ N, N v~ N «~» Q") R™ «~ R bu aksiyoma ters diigen ve
kabul edilmesi hi¢ de kolay olmayan sonuglardir. Kiimeler kuraminin kuru-
cusu Cantor'un kendisi bizzat ii¢ y1l boyu R? diizleminin R dogrusundan
daha giiclii oldugunu kanitlamak i¢in ugragmigtir! Kiimelere iligkin giiclii sez-
gilere sahip olan Cantor bile ancak ti¢ yillik basarisizliktan sonra acaba
R? « R olabilir mi diye diisiinmiis ve bdyle oldugunu gostermesi hic de
uzun siirmemisgtir. Ancak kanitladigi sey 6ylesine beklenmedik bir sonuctur
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ki Dedekind’e yazdigi bir mektupta “Gériyorum ama inanamiyorum.”
diye yazmuistir.

Icinde gercekten yagamakta oldugumuz evren (sezgisel) sonludur; bu
kavrami az ileride tanimlayacagiz. Sonlu evrenimizden aldigimiz es ¢oklu-
lugun tanimi sonlu kiimeler igin bu aksiyoma uyar. Tlerde kanitlayacagimiz
teoremlerden biri sudur: Bir kiimenin sonlu olmast i¢in gerek ve yeter kosul
hi¢bir 6z altkimesiyle es gicli olmamasidir(dd. her 6z altkimesinden daha
glclic olmasider). Sonlu olmayan kiimelere (sezgisel) sonsuz der ve bu
teoremi tersden okursak bir kimenin sonsuz olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
en az bir 6z altkiimesiyle es glicli olmasidir. Goruldiigi gibi bir kiimenin
sonsuz olmasi icin gerek ve yeter kosul en temel sezgisel aksiyomumuza ters
diigmesidir. Bundan sonra sonsuzlar aleminde sezgiye ters diisen gercekleri
beklemek son derece dogaldar.

iginde yagadigimiz evrendeki her kiimenin ogelerini sezgisel dogal sayilari-
muzla sayabiliyoruz. Ozellikle her bir n = {0,1,...,n — 1} Neumann dogal
sayisinin ogeleri kendi ogeleriyle sayilmistir ve tam da sezgisel n 6geli bir
kiimedir. Bu bizi agagidaki tanima gotiriir:

Tanim 2.6.1 Bir A kiimesi verilsin. n —~ A olacak bicimde bir n € N sez-
gisel Neumann dogal sayist bulunabiliyorsa A kiimesi (sezgisel) sonludur
denir. Sezgisel sonlu olmayan kiimeler ise (sezgisel) sonsuz kimeler de-
nir. N ile esgi¢li kiimelere (sezgisel) sayilabilir sonsuz , en fazla N
kadar giicli olan kiimelere (sezgisel) sayilabilir denir. Saylabilir olma-
yan kiimelere ise (sezgisel) saylamaz denir.?*

Bu tanimla her n € N i¢in n «~ n oldugundan n sonludur. Ayrica:

A sonludur <= dn € N(n «~ A)
A sonsuzdur <= Vn € N(n ~ A)
A sayllabilir <= A =0V 3f(f:N—» A)
<= Jdg(g: A—N)
A sayilabilir sonsuz <= A «~ N
A sayillamaz <= A sonsuz ve A »~ N.

Teorem 2.6.2 Hicbir sonlu kiume, kendisini 6z altkiime olarak iceren bir
kiime ile esgliclii olamaz! Ozel olarak

Vm,n € N(n < m = n~m).

24Vurgulamak gerekmedikce “sezgisel” kelimesini kullanmayacagiz. Bu kitaptaki tiim kavram-
lar “sezgisel” kavramlardir.
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Sonug 2.6.3 Ym,n € N(n «~m <= n=m).
Kanit. Savundugumuz sey elbette
VneNnCA=nwxA)

onermesine denktir. Simdi bu 6nermeyi tiimevarimla kanitlayalim. n = 0
ven C Aise n =0 ve A # () olacagindan () = A dogrudur. Savimiz n icin
kanitlanmig olsun. n + 1 C A verilsin. f : n + 1 & A oldugunu varsayalim.
n+1 C A oldugundan en az bir a € A\(n + 1) vardir. f bir tamesleme
oldugundan f(k) = a olacak bicimde bir tek k& € n + 1 vardir. Genellikten
bir sey kaybetmeden k = n varsayabiliriz (Eger k # n ise ' := f(n)
olsun. Simdi f' : n + 1 — A fonksiyonunu f’(k) := a, f'(n) := a ve her
i € (n+1)\{k,n} i¢in f'(i) := f(¢) olarak tanimlarsak f’ bir tameslemedir
ve f'(n) = a olur). Bu durumda f|n : n = A\{a} bir tameslemedir ve
n C A\{a} oldugundan tiimevarim kosuluyla gelisir.

m,n € N ven < m ise (2.4) ile n C m olacagindan (2.6.2)’den dolay1
n ~ m. Sonug artik agikardir. m

Ornek 2.6.4Her n € Nichnn ¢ N € Z ¢ Q C R oldugundan n
bu kiimelerden higbiri ile (2.6.2)’den dolay1 esgiiglii olamaz. Dolayisiyla
N,Z,Q ve R kiimeleri sonsuzdurlar. Bu sonugla N ile eggiiclii kiimelere
verilen “sayilabilir sonsuz” ismi haklilik kazanir. Diger yandan N v~ Z «» Q
oldugundan N, Z, Q kiimeleri sayilabilir sonsuz kiimelerdir. Her 0 # n € N
igin N v~ N «~ Z™ «~ Q" oldugundan N" Z™ Q™ kiimeleri de sayilabilir
sonsuzdurlar. N < R oldugundan R sayilamaz! [

Onerme 2.6.5 A ve B sonlu kiimelerse ve x € U ise

1. AU{z},AUB,ANB,A x B, A\B ve P(A) sonlu kiimelerdir.

2. A€ U sonlu ve her v € A sonlu ise |JA ve [[A = [],cq 2 kiimeleri
de sonludurlar.

3. Sonlu bir kiimenin her altkiimesi de sonludur.

Kanit. n,m € N, A «~ n ve B «~ m olsun. Once n iizerinden tiimevarimla
(3) 6nermesini kanitlayalim. n = 0 igin A = () oldugundan yegane altkiimesi
kendisidir ve sonludur. Savimiz n i¢in kanitlanmig olsun. Simdi A* ~n+1
ve C C A* olsun. C' = A* ise kanitlanacak bir sey yok. C' C A* ve a* €
A\C =: A olsun. Jp : A* 2 n+ 1. p(a*) = n ise agkga p|A : A = n
bir tamegleme olacagindan A sonludur ve tiimevarim kogulundan C' C A
de sonludur. Eger ¢(a*) = k < n ve p~(n) = a ise ¥(a*) = n, ¥(a) = k



2.6 SONLU, SONSUZ, SAYILABILIR VE SAYILAMAZ KUMELER 127

ve her x € A*\{a,a*} icin ¢(x) = ¢(x) olarak acgiklanan ¢ : A* = n + 1,
¥(a*) = n kogulunu saglayan bir tameglemedir ve bu durumu tartigtik.

(1) 6nermesini kanitlayalim. = € A ise AU {z} = A olacagindan AU {z}
sonludur. Simdi * ¢ A ve f : A 5 n bir tamegleme olsun. g|A = f
ve g(x) := n ile tammlanan g : AU {z} S n + 1 bir tameslemedir ve
AU {z} sonludur. §imdi m tizerinden tiimevarimla A U B kiimesinin sonlu
oldugunu gorelim. m = 0 i¢cin B = () oldugundan sav dogrudur. Savimiz
m igin kanitlanmig olsun. §imdi B* v~ m + 1, b € B*, B := B*\{b} olsun.
Tiimevarim kogulundan A U B sonludur; dolayisiyla az 6énce kanitladigimiz
6nermeden A U B* = AU B U {b} sonludur. A sonlu ise (3)’ten dolay:
AN B C Ave A\B C A kiimeleri de sonludurlar.

Simdi m lizerinden tiimevarimla A x B kiimesinin sonlu oldugunu gérelim.
Her seyden énce A « n ise herhangi bir x 6gesi ile A x {x} «~ n oldugu
apaciktir. m = 0 ise B = () olacagindan A x B = () sonludur. Onerme m icin
kanitlanmig olsun. B* «~ m + 1 ve b € B* ise, yukaridaki irdelemelerle de
gordugiimiiz gibi B := B*\{b} «~» m olur. A x {b} ve tiimevarim kogulundan
A x B sonlu oldugundan A x B* = A x BU A x {b} de sonludur.

Simdi n tizerinden timevarimla P(A) kiimesinin sonlu oldugunu goérelim.
n=0icin A =0 ve P()) = {0} « 1 sonludur. Onerme 7 i¢in kanitlanms,
A* ~n+1l,a € A* ve A := A\{a} olsun. A «~ n oldugundan P(A) sonludur.
Dolayisiyla A := {XU{a}| X € P(A)} «~ P(A) oldugundan A da sonludur.
Béylece iki sonlu kiimenin birlegimi olarak P(A*) = P(A) U.A da sonludur.

(2)’nin kaniti: A sonlu ve her x € A sonlu olsun. Yine tiimevarim kul-
lanacagiz. n = 0 i¢in A = (), dolaywsiyla | J A = () sonludur. Onerme n icin
kanitlanmig, A* ~n+1, a € A* ve A := A\{a} olsun. A «~ n oldugundan
UA* = (JA)Ua iki sonlu kiimenin birlegimi olarak sonludur.

[TA=]]z={f1f: A= |JAVVz e A(f(z) € 2)} SP(A x| JA)
z€A

oldugundan, kamtladiklarimizdan [] A sonlu olur. m

Teorem 2.6.6 A bir sonlu kiimeyse

1. Her birebir f : A»— A fonksiyonu bir tameslemedir.

2. Her drten f: A — A fonksiyonu bir tameslemedir.

Kanit. (1)’in kaniti: A sonlu ve f[A] C A oldugundan f[A] da sonlu bir
kiimedir. f birebir oldugundan A «~ f[A]. f érten olmasaydi f[A] C A ve
flA] « A olurdu ki bu (2.6.2) ile gelisir.

(2)’nin kanati: f fonksiyonu orten oldugundan a € A igin Al =f “1[{a}]
saplar1 bos degildir ve P := {A(J; taca ailesi A kiimesinin bir parcalanigidir.



128 2. CANTOR KUMELER KURAMI

s: P — |JP = A ise bir segen fonksiyon olsun. Her a € A i¢in g(a) :=
s(A}) ile tammlanan g : A —+ A fonksiyonu birebirdir. Gergekten de f
birebir degilse enaz bir Al sap1 birden fazla 6ge icerir ve g : A — A
birebir doniigiimii 6rten olmaz. Bu ise 1 ile celigir. f birebirdir. m

“Burada fazla biiyiik olmayan bir sonsuzluk var (Neumann).”

Teorem 2.6.7 Her sonsuz kimenin N ile es gucli bir altkiimest vardar.

Kanit. Tekrarh se¢me uygulanacaktir. A sonsuz bir kiime olsun. A # ()
oldugundan bir ag € A 6gesini segebiliriz. ag, ..., a, Ogeleri segilmig olsun
A\ {ag,...,an} # 0 olmak zorundadir, aksi halde A «~ n + 1 ve A sonlu
olurdu! Bu farktan bir a,; 6gesi segebiliriz. Boylece B := {a,, |n € N} C A
ve N B (f(n) := a, ile tanimlanan f : N — B bir tameglemedir). m

Not 2.6.8 Ornek 2.5.10’da t;, : N = N, tamesglemelerini tanimladik. n >
1 i¢in N C N’dir. Bu nedenle N kiimesinin eggiiclii oldugu 6z altkiimeleri
vardir. Bu sonsuz kiimeler icin tipiktir. [

Teorem 2.6.9 A kiimesi sonsuz ise

1. Birebir bir f : N— A fonksiyonu vardir,
2. Birebir ama érten olmayan bir f : A — A fonksiyonu vardar,

3. Orten ama birebir olmayan bir f : A — A fonksiyonu vardur.

Kanit. 1. B ve f : N & B tameslemesi bir 6nceki kanittaki gibi olsunlar.
f:N— A
2. B ve f az Onceki gibi olsunlar. Her k£ € N i¢in By := f[Ng] ve ¢y :
N = N, olmak iizere
gr:=fo t,;l o (f71|Bk)

olsun. Acik¢a g : By &2 B ve k > 1 icin By kiimesi B kiimesinin 6z
altkiimesidir. Simdi Ay : A — A fonksiyonunu z € A\B igin hi(z) = x
ve v € B icinse hi(z) = g;'(v) olarak aciklarsak hy, birebirdir ancak
hi[A] = (A\B) U By, oldugundan k > 1 i¢in Orten degildir.

3. k > 1 olsun ve B\By’den bir b 6gesini segelim. Simdi ug : A — A
fonksiyonu A\ B’de yine 6zdeslik, By'de gi ve her x € B\ By, iginse ug(x) :=
b olsun. ui[A\B] = A\B ve ug[By| = B oldugundan uy, fonksiyonu 6rtendir.
Ayrica b degerini hem By, hem de B\ By, kiimelerinde en az birer kez alir;
dolayisiyla birebir degildir. m

(2.6.6) ve (2.6.9) birlikte dogrudan agagidaki teoremi verirler

Teorem 2.6.10 Bir A kiimesi i¢in asagidaki énermeler denktirler:
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1. A kiimesi sonludur.
2. Her birebir f : A — A fonksiyonu tameslemedir.

3. Her drten f: A — A bir tameglemedir.

Teorem 2.6.11 1. Bir kiimenin sonlu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
hicbir oz altkimesiyle esgicli olmamasidor.

2. Bir kiumenin sonsuz olmast i¢in gerek ve yeter kosul en az bir oz
altkiimesiyle esgucli olmasidir.

Kanit. 1’i 6dev olarak birakiyoruz.

2'nin kanatr: (a) X kiimesi sonsuz olsun. Birebir ama 6rten olmayan bir
f: X — X fonksiyonu vardwr. f[X] C X ve f[X] X.

(b)Y C X ve Y «~ X olsun. Bir f : X 2 Y tameslemesi vardir. i :
Y — X, i(z) = x ile verilen dogal gdbmme olmak tizere g :=io f: X — X
birebirdir ama tamegleme degildir. X sonlu degildir ((2.6.10)). m

Not 2.6.12 (2.6.11) ile sonlu kiimeleri dogal sayilar1 kullanmadan da be-
lirleyebilecegimizi 6grenmis oluyoruz. Oyleyse dogal sayilar kullamlmadan
da sonlu tanimini verebiliriz [19]. Bir A kiimesine, ancak ve ancak her bi-
rebir f : A — A fonksiyonu bir tamegleme ise Dedekind sonlu (kisaca
D-sonlu) diyelim. Biz sonlu ve D-sonlu kavramlarinin denk olduklarini
kanitladik. Bunu gosterirken Segme Aksiyomunu kullandik. Bu iki kavramin
ZF’de denk olmadiklar1 biliniyor. [

Not 2.6.13 K bir kiime olmak tizere A = { Ay } ke, B = { Bk }rex kiime
aileleri verilsin. A ailesi ayrik olsun ve her k € K icin bir fi : Ay — B
fonksiyonu verilsin. A := | | A, B := UB, f := Upecx fr olmak iizere f :
A — B (her k € K icin f|Ax = fx). Ayrica her k € K i¢in fj ortense f
fonksiyonu da 6rtendir. Ilerdeki irdelemelerde bundan sikca yararlanacagiz.
O

Tek dogal sayilarin kiimesini 7' := {2n + 1 :n € N} ile gosterelim. Her
n € Nigin f(n) := 2n + 1 ile agiklanan f : N — T fonksiyonu bir
tameglemedir. Dolayisiyla N «~ T'. Simdi her n € N i¢in B,, := 2"T =
{27|t € T} olarak agiklansin. m # n i¢in By, N B, = 0 ve Ny = (J,,cn Bn
oldugu apagiktir. Bir butini, N* := N; = {1,2,3,...} kiimesini, kendi
coklugu kadar By, Bi, Bs, ... ayrik parcalarina, her bir parca biitiinle ayni
goklukta olacak bicimde boldiik! Daha inanilmazim da gergeklestirebilirsiniz.
Sonsuz ¢oklukta asal say1 alip bunlari, farkl asal sayilara farkl dogal sayilar
kargilik gelmek tizere pg, p1,p2,... olarak numaralayalim. Her n € N igin
P, := {pF |k € N*} olarak tanimlansin. Yine bu kiimelerin sonsuz, ikiser
ikiger ayrik olduklar1 ve her n igin F,, «~ N oldugu apagiktir. Tiim bunlara



130 2. CANTOR KUMELER KURAMI

kargin N’den her bir P, kiimesini attiktan sonra kalan M := N\ |J P,, kiime-
sinin ¢oklugu bagtaki N kiimesi kadardir, dd. M «~ N. Matematikgi olarak
aligtigimiz igin belki yadirgamadigimiz bu gercegin sezgimize ne kadar ters
oldugunu anlamak istiyorsanmiz bunu siradan bir insana sOyleyip tepkisini
gormeniz yeterlidir. Asagidaki basit gercegi sikca kullanacagiz:

f:+A— B orten ve A saylabilirse B de saylabilir.

Teorem 2.6.14 1. Saylabilir ¢oklukta saylabilir kimelerin birlesimi de
saylabilirdir.

2. Ay, As, ..., Ay saylabilirlerse Ay X As X -+ X A, de saylabilirdir.
3. A saylabilkirse her n € N i¢in A™ sayilabilirdir.

Kanit. 1. A sayilabilir bir aile olsun. Once her A € A kiimesi icin A # 0
varsayabiliriz; ¢iinkii bog kiime olan 6geler birlegsime katkida bulunmazlar.
Bu varsayim altinda iki durumu inceleyecegiz.

(a) A« N. Bu durumda A ailesinin 6gelerini Ag, A1, A, . .. olarak numa-
ralayabiliriz. B = {B, }nen ayrik ailesi yukarida verdigimiz N; kiimesinin
parcalanmigt olsun. Her A, sayilabilir oldugundan bir f, : B, — A, orten
déniigiimii vardir. Bu bize bir f =, oy fn : UB = U A 6rten doniisiimii,
dd. bir f: N; — [J.A orten dontigiimii verir. Dolayisiyla [ J A sayilabilirdir.

(b) A sonlu olsun ve dgeleri Ag, Ay,... A, olarak siralansin. Her & > n
icin Ay := A, olarak tamimlayarak A* := {A, },en ailesine gecelim. 1.’den
dolay1 |J A = [J A* sayilabilirdir.

2. Herhangi bir A; bos kiime ise carpim uzay1 da bos kiime olacagindan
kanitlanacak bir sey yoktur. Simdi her bir k icin A # 0 olsun. Her bir &k
i¢in bir orten fy : N — Ay doniisiimii vardir ve bunlar bize f(x1,...,2,) :=
(fi(z1),..., fu(xy)) ile tammlanan bir érten f : N* — A; x .-+ x A4,
doniigiimii verir ve N «» N oldugundan igimiz biter.

3 dogrudan 2’den cikar. m

Ornek 2.6.15 Bu teoremin sevilen bir uygulamasm verelim. Z[z] ile
katsayilar: tam sayilar olan polinomlarin halkasimi gosterelim. p € Z[z]
polinomu a,z™ + an_12" ' + -+ 4+ a1x1 + ag ile verilmis ve a, # 0 ise
bu polinoma n. dercedendir denir. Cebirin Ana Teoremi’ne gore boyle bir
polinomun R’de en fazla n kokii vardir. p polinomunun koklerinin kiimesini
K(p) ile gosterelim. P, ile Z[x] deki n. dereceden polinomlarm kiimesini
gosterelim. Ce := |J{K(p) |p € Z[x]} kimesinin gelerine cebirsel sayilar
denir. K, := U{K(p)|p € P,} olmak iizere Ce = J, .y Kpn oldugundan
Ce cebirsel sayilar kiimesinin sayilabilir oldugunu kanitlamak igin her bir
K,, kiimesinin sayilabilir oldugunu gostermek; bunun icinse P, kiimesinin
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sayilabilir oldugunu gormek yeterlidir. Bu ise
(ana Ap—1,--- 7a0) % apx" + an—lwnil +---+ta1x1 +ao

ile tanimlanan ¢ : Z"t! — P, 6rten doniisiimiiniin dogrudan sonucudur.
Bunun bir sonucu ise R\Ce agkin sayilar kiimesinin sayilamaz oldugudur.
O

Tanim 2.6.16 A herhangi bir kiime olmak tizere

1. A~ = A"

neN

2. Pu(A) :={X|X C A ve X sonlu} olsun.

Onerme 2.6.17 A sayilabilirse A% ve P,,(A) kiimeleri de saylabilirdirler.

Kanit. 1.4 sayilabilir olsun. (2.6.14)’ten her A™ ve dolayisiyla A<“
sayilabilirdir.

2. f: A — P,(A) ((a1,...,a,) ~ {a1,...,a,}) dontigimii ortendir
ve isimiz biter. m

Not 2.6.18 Sonsuz ¢oklukta asal say1 alip bunlar: pg, p1, ps, . . . olarak nu-
maralayalim. g fonksiyonu {ni,...,n;} € P,(N) 6gesine pp, - - - - Pn,, dogal
sayisim kargihik getirsin. g : P, (N) — N ’nin birebir oldugu apaciktir.
Buradan P, (N) < N elde edilir. N 5 P,,(N) bagintisin1 da kolayca gostere-
rek bir kez daha P, (N) « N elde edersiniz. Ayni sonuca agagidaki gibi de
ulagabilirsiniz. Her {n1,...,nx} € P,(N) igin

n

o({n1,...,nk}) = Z oni

=1

ve ¢(() := 0 olarak tammlanan ¢ : P,,(N) — N fonksiyonu bir tamegleme-
dir. O

Problem 2.6.1 X kimesi bir oz altkimesiyle esgiiclii ise sayilabilir son-
suz bir altkiime icerir. (Amacumaz bildiginiz bir gercegin baska bir kanatina
dgretmektir. Y C X ve g : X ~— Y birebirse bir a € X\Y secip tekrarl
tamemlamayla bir f : N — X dondgimind f(0) = a ve f(n+1) = g(f(n))
olarak tanwmlayiniz ve f fonksiyonunun birebir oldugunu kanitlayiniz)

Problem 2.6.2 (2.6.18)’te séylenenleri kantlayinaz.

Problem 2.6.3 I bir kiime, I < R ve heri € I i¢in A; < R ise Uiel A; <
R oldugunu kanitlayiniz.
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Problem 2.6.4 M «~m,m € N ise P(M) «~ 2™ oldugunu géosteriniz.

Problem 2.6.5 A ve B kiimeleri ayrik sonlu kiimeler ve n,m € N ile
Acn,Bwmise AU B« n+m oldugunu gosteriniz.

Problem 2.6.6 A ve B sonlu kiimeler ve n,m € N ile A «~n, B «~m ise
A X B «~nm oldugunu gésteriniz.

Problem 2.6.7 Grivercin Yuvast Teoremi m,n € N ve m < n olmak
tzere n mektup m kutuya dagitildiginda en az bir kutuda birden fazla mektup
olacagimi kanitlayiniz.

Problem 2.6.8 Ewlilik Teoremi: E bir sonlu kiime olsun ve her x € E
icin bir K, kimesi verilsin. Her M C E altkimest icin M < Ky =
Uzenr Kz ise birebir bir f : E — Kg fonksiyonu her x € E i¢in  f(x) €
K, olacak bigimde vardur.(WE iizerinden Timevarim uygulayimiz. Yorum: Bir
sehirdeki bekar erkelerin kiimesini E ile gosterelim. Her x € E i¢in K, ile x’in
bekar kiz arkadaslarinin kumesini gosterelim. Elbette farkly bekar erkelerin ortak kiz
arkadaglar da olabilir. x, kiz arkadas: olan f(x) ile evlenecektir. Teorem ézetle ve-
rilen kosulda her bekar erkegin kiz arkadaglarindan biriyle evlenebilecegini soyler. ).

Problem 2.6.9 A ve B sonlu kiimeler ve A «~ n,B « m ise *B « m"
oldugunu kanitlayiniz. A kiimesinden B kiimesine tiim bagintilarin kiimesine
R dersek, R «~ 2™ oldugunu kanatlayiniz.

Problem 2.6.10 X CY, X sonsuz ve Y\X sayilabilirse X «Y oldugunu
kanitlayinaz.

2.7 COKLUK SAYILARI (Ilk Bilgiler)

Bu bélimde N dogal sayilar kiimesi daima N Neumann dogal sayilari kiimesini
kastedecektir. N = (N, ’,O) Peano yapisindaki her n Neumann dogal sayilar
ayni zamanda ¢okluk sayilar1 ve sira sayilar1 da olacaklardir. Her cokluk sayisi
ayni zamanda bir sira sayisidir. Her grup icin toplama, ¢arpma ve s iglemleri
agiklayacagiz. Karigikliga yol agmamak igin i) Farkl iglemler igin farklh imler kul-
lanmak, ii) Islemler icin aym imleri kullamp hangi anlamda oldugunu vurgula-
mak veya okuyucunun dogru anlayacagini ummak veya iii) Nesneler icin farkh
anlamlarda farkli imler kullanmak gibi degisik yollar izlenmektedir. Biz birinci yol
yegleyecegiz. Bu boliimde m, n € N i¢in toplama, ¢arpma ve Us iglemleri sirasiyla
1) Dogal sayila olarak diigtintildiigiinde m +N n,m Non veya daha yalin olarak
bazan m x n, N'm™, 2) Cokluk sayilar1 olarak m + n,m * n,!m™, ve ileride 3)
sira sayilari olarak ise m + n, m - n(veya mn), m™ olarak gosterilecektir.
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Bir kiimenin ¢okluk sayisini nasil tanimlamali? Eggiicli kiimelere egit
coklukta diyecegiz. Bir A kiimesine karsilik getirecegimiz cokluk sayisi ne
olmalidir?

“Bir M kiimesinin “glicinden” veya “cokluk sayrsindan” an-
ladigrmaz etken distince yetenegimiz yardimayla her m 6gesininin
ozelliklerinden ve siralamadaki verilislerinden soyutladigimizda
kalan genel kavram: anlyoruz.

Bu iki kat soyutlamanin sonucunu, M 'nin giiciinii veya ¢ok-
luk sayisi1 M ile gosteriyoruz. Her bir m 6gesini 6zelliklerin-
den soyutladigimizda bir “Bir” olusacagindan M cokluk sayisi,
verilen M kiimesinin bir zihinsel resmi veya izdiigimii olarak

zihnimizde sirf “Birlerden” olusan bir kiime olarak bir varlhiga
sahiptir[14], [16] s.286.”

Bu Cantor’un ¢okluk sayilarinin tanimina ilsikin en ¢ok atifta bulunulan
sOylemidir. Olugturdugumuz “Birler” birbirinden ayirt edilebilir olmak zo-
rundadirlar. Dedekind’in bunu acikca belirtigini ve daha titiz davrandigim
animsayiniz. Yapilan, bir kiimeyi onunla esgiiclii olan, ancak “Birlerden”
olusan eg giiclii bir kiimeyle degistirmekten bagka bir sey degildir. Bir bagka
deyisle cokluklar icin, sirf birlerden olusan 6rnekler olusturmus oluyoruz.?!

Cantor’un diiglincesini bir bagka ornekle anlatmayi deneyelim. 70 kol-
tuklu bir sinema salonu diiglinelim. Koltuklar herhang: bir bicimde birden
yetmige kadar numaralandirilmig olsunlar. Salonda numaraly biletler almig
izleyicilerin belli bir duzen icinde biletleriyle ayni numaray: tagiyan koltuk-
lara, her koltukta bir kisi olmak iizere oturduklarini varsaylim ve bog koltuk
kalmasin. Bu durumda biz rahatlikla icerde 70 izleyici oldugunu soyleriz.
Fakat daha fazlasimi da biliyoruz: Beg numarali izleyici beginci koltukta,
kirk numarali izleyici kirkinci koltukta oturmaktadir. Bireyleri ayirt ede-
biliyorum. Bireyeleri tiim kisisel 6zelliklerinden arindiralim, en iyisi onlar
unutalim. Her bireyi {izerine oturdugu numarali koltukla degiselim. Geriye
bireylerin oturacag numaralanmas koltuklar kalsin. Simdi koltuklarin nu-
maralarim sokelim. Izleyiciler salona girdiklerinde bog bulduklar: herhangi
bir koltuga rasgele otursunlar. Her koltukta bir kigi olmak iizere yine tiim

25Bir I cubuguyla ise baslayip olusturulan herhangi bir nesnenin sonuna yeni bir ¢ubuk
ekleme iglemi ile kuskusuz , Hilbert veya Lorenzen gibi, I,II,II1,IIII,...dogal sayilarim
olugturabilirsiniz. Her ne kadar bu sekillerde gorsel olarak net bicimde sirasiyla bir, iki, g,
dort,.... ¢okluklarim temsil etseler de kiimeler degillerdir dolayisiyla kuramimizin nesneleri
degildirler.
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koltuklar dolu oldugunda icerde 70 izleyici oldugunu soyleriz?®. Bu salon-
daki numarasiz koltuklarin kiimesi 70 gokluk sayisini temsil eder, tipk: bir
elimdeki parmaklarin atalarimiz icin besi temsil etmesi gibi:

““Beg” cokluk sayisi i¢in sadece bunu temsil eden bir kiimeye
(6rnegin bir elimin parmaklari) gereksinim vardir. Bu nedenle
aslinda “beg” kendi basina bir kavramdir ve “iki” veya “ii¢”
veya herhangi bir bagka cokluk sayisindan bagimsizdir. ..... .
24 3 = 5 gibi bir denklem bizi sanki 5 kavraminin 2 ve 3 kav-
ramlarim parcalar: olarak icerdigi varsayimina gotiirmemelidir.
Onlar sadece sanal par¢alar olarak diigiinebiliriz[16], Mitteilun-
gen zur Lehre vom Transfiniten, s.418.”

Zaman igerisinde ¢okluklara sifir, bir, iki, ... gibi simdi cokluk sayilar:
(veya kardinal sayilar:) dedigimiz isimler taktik ve sonradan bu sayilara ise
0,1,2,...gibi imler kargilik getirdik. Cokluk sayilari igin

A, 4], 14

gosterimleri yaygindir. Biz §A gosterimini yegleyecegiz. Cokluk sayilarindan
ne anlarsak anlayalim onlardan bekledigimiz temel 6zellik

hHA=tB<—= A~ B (2.8)

olmasidir. v bagintis1 yansimali, bakisimli ve gecigli oldugundan ilk akla
gelen gA cokluk sayisimi {X € U|X « A} olarak acgiklamaktir (Frege-
Russel). Ancak daha énce de belirttigimiz gibi A # 0 ise {X € U| X «~ A}
bir kiime degildir, bir 6z siiftir ve CKK’ de kiimelerin gokluk sayilarinin
da bir kiime olmasini istiyoruz. Russell bu tanimi secti. Ancak biz bunu
NBG kuraminda da tanim olarak kullanmayacagiz. Boyle bir tanim bize
¢okluk sayilarindan kiime olugturma sansi birakmaz!

Tim matematik nesnelerimiz kiimeler olacaksa cokluk sayilarimiz da,
Cantor’un da isaret ettigi gibi kiimeler olacaktirlar. Bu kiimelerin segiminde
bir dogallik olmalidir. Cantor U’de calgtigindan bdyle bir dogal segimi bu-
lamayip yukarida verdigimiz agiklamada bulunmus olabilir. Ancak U’da
caligan Neumann dogal bir bicimde her cokluk icin onu temsil eden bir
kiime tanimlamigtir. Sezgisel sonlu kiimeler igin bunlar tam da (2.5) Ne-
umann dogal sayilaridir:

0=0,1=1{0},2=1{0,1},3=1{0,1,2},...

26GQalona diizenli bir bigcimde oturmakla diizensiz bigimde oturmanin ayni sonucu vermesinin
matematiksel nedeni sonlu bir kiimenin herhangi iki iyi siralamasinin esyapili olmasidir. Sonsuz
kiimelerde bu yanlstir. Ilerde 6grenecegiz.
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her bir n = {0,1,...,n — 1} Neumann dogal sayisi tam da sezgisel n 6geli
bir kiimedir. (2.6.3)’ten dolay1 herhangi bir sonlu kiimenin esgiiglii oldugu
n € N tek olarak belirli oldugundan asagidaki tanim kusursuzdur.

Tamim 2.7.1 A sonlu bir kimeyse A «~ n kosulunu saglayan tek olarak
belirli n € N dogal saysina A kimesinin ¢okluk sayist veya kardinal
sayrst denir ve bu §A = n ile gosterilir.

Bu tanima gore elbette her n € N igin jn = n. (2.6.3)’ten dolay1 (2.8)
saglanir. Bir sonlu kiimenin higbir 6z altkiimesiyle esgiiclii olmamasi bu
kiimeler icin ¢okluk sayisi tanimini nispeten kolaylagtirmigtir. Sonsuz kiime-
lerde, baz1 6z altkiimeleri ile es giiclii olduklar: igin, isimiz biraz zordur.
Bunu simdilik (I1.15)’e erteliyoruz. Ilerde sira sayilarm acikladigimizda
1A ¢okluk sayisim1 A ile eg giiclii olan sira sayilarinin en kiigiigii olarak
aciklayacagiz. Simdilik sunu bilmek yeterlidir: Her sonsuz A kiimesine de,
onun ¢okluk sayis1 diyecegimiz bir §A kiimesi (2.8) saglanacak bigimde
karsilik getirilmis olsun. A sonsuz oldugunda A sonsuzdur diyecegiz.

Cokluk sayilar arasinda

1A<iB: <<= A<B

ile tanumlanan < bagintis1 Cks := {§A| A € U} siifinda®? (2.5.3)’ten dolay1
bir kismi siralamadir. Ozellikle v, u ¢okluk sayilar ise (2.5.3)ten

vSuAp<v=—v=y/u

Aslinda ileride bunun bir iyi siralama oldugunu Ogrenecegiz. Ancak her
A, B € U icin
A<BVA~-BVB=<A

oldugunu bile heniiz kanitlamadik. Ileride bunu kanitlayacagiz.

2.7.1  Cokluk Sayilarmda Islemler
Cokluk sayilarimizin uymasim istedigimiz temel 6zellik
ftA=1B<—= A~ B

idi. A ve B iki kiime ise A «~ A x {0}, B «» B x {1} oldugunu biliyoruz,
oyleyse fA = (A x {0}) ve 1B = (B x {1}). Diger yandan

AA“ANBABANANB=W)ANANB =0)= AuB-~AUB.
A~ANB~B —= AxB-~A xB.
A~AANB~B — 4B 4B,

27{leride bu siuifin bir 6z simf oldugunu 6grenecegiz.
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{Ai}ier ve {Al}icr iki kiime ailesi ve her ¢ € I icin A; «~ A} ise

14 - T4

i€l il
Eger ayrica her iki aile de ayriksa

a4 -4

icl icl
Bu 6zelliklerden dolay1 asagidaki tanimdaki kavramlar iyi tanimhdirlar.
Ayrica A = {a1,...,a,} ve B = {by,...,by} sonlu kiimelerse A x B
kiimesinin n N m ogeli ve 4B kiimesinin ise N'm" 6geli oldugunu bili-
yoruz (Gergekten de bir f : A — B fonsiyonu her bir a; 6gesini m farkh
ogeye resmedebileceginden sonucta A kiimesinden B kiimesine

(&

~
n-kez

farkli fonksiyon tanimlanabilir). Bunlar ise gokluk sayilar1 arasindaki garpim
ve iis tanimina 1g1k tutacaklardir.

Tanum 2.7.2 A, B kimeler, { A; }ier bir kiime ailesi ve k = 1A, A = 1B, k; =
hA; olmak tzere

1. k+A=1AF 1B :=1((A x {0}) U(B x {1})).
2. k¥ A=1A*xB :=1(A x B).
3. I\ =1(1B)* = 1(4B).

4. D ier ki = 2 ier BA = 0(User Ai X {3}), eger ayrica {A;}ier ayriksa
Z%ef Ki t= h(UieI Aj).

5. 1Lier ki = [licr 84 =0T Lies 4i)-
6. Ny := N ve ¢ := R,

Not 2.7.3 >, ki ve [[/c; ki gosterimleri formiillerde

seklini alirlar. Bu tanimlardan ve esgiiclii kiimeler hakkinda bildiklerimiz-
den dogrudan goriilen baz gercekleri siralayalim. Agagidaki notlarda x :=
HA, A\ := B, s :=1C ve her i € [ igin k;. = §4; olacaktir.
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. Her seyden 6nce herhangi iki A, B kiimesi ayriksa
k+A=1A+tB=4AUDB)
oldugu aciktir.
. Cokluk sayilar1 arasinda aciklanan bu toplama ve ¢arpma iglemleri
Ax{0}UBx {1} » Bx{1}JUAx {0} veAxB-~BxA
oldugu icin degigimlidirler., dd.

K+A=A+Kvek*x A= AxkK.

. A, B,C kiimeler, B ve C ayriksalar, A x B ve A x C kiimeleri de
ayriktir. A x (BUC) = (A x B)U (A x C) oldugundan

kx(Ad30) = (kxX\) + (k* )
dagilim 6zelligi elde edilir.

. A bir kiime, {A;};cs ayrk bir aile olsun. A x | |,c; A; = | |;c; A X A;
bir ayrik birlesim oldugundan

K % (Z /@;) = Z(/—i * 1), (Genel dagilim kurali).
iel el

. I # 0 ve {I;};cs ise I kiimesinin bir parcalams: ve her i € I icin x;
bir ¢okluk sayis1 ise Prob.(2.5.7) ve (2.5.9) ile

Zm = Z Zlii ve H/ﬁ}i = H H k; | (gruplama).
icl jeJ \u€l; el jeJ \icl;
Ozel olarak
K+ ANt) =+ F3x ve kx(A*sx)=(k*\)x* o
. Ave her i € I icin k; birer ¢okluk sayisi olmak iizere (Prob.2.5.10)
INZier st = [T
i€l

Ozel olarak
DU PUMPLS
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7. Kk, \ ve s ¢okluk sayilar ise (2.5.2)(3) ile

(1) =1,

8. Prob. 2.5.11°den

!(fimoxzzfimg

iel iel
Ozel olarak
Ik * ) =k M2,

Zﬁizo,ﬁlﬂzl

i€l icl

ve I ={1,2} i¢in

. *
E /@i:fﬂ—i—ﬁg,l—[/{i:m*@.

iel icl
10. A =|],ca{a} ayrik birlesim oldugundan

k=1+1+14.
| S —

K kez

11. Ax B =||,cp A x {b} ayrik birlesim oldugundan

/@*/\:ZH.

VEA

12. AB =[], 4 B oldugundan

!M:]im(m:wn

VER
13. Her sonsuz « icin Ry < k. Ayrica Ry < ¢ ve ¢ =128, 0O

Neumann dogal sayilarimiz i¢in daha fazlasini s6yleyebiliriz:
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Onerme 2.7.4 Her m,n € N icin cokluk saylar: arasindaki toplama, carp-
ma ve us islemleri, Peano yapisindan kaynaklanan toplama, carpma ve 1is
islemleriyle cakisirlar, dd.

midn=m+Nn, mxn=mNn, Im*=Nm"

Bu egitliklerde sol yanda c¢okluk sayilary islemleri, sag yanda ise Peano
yapst islemleri bulunmaktadar.

Kanit. Ornek olugturmak iizere n iizerinden tiimevarimla
min=m+¥n

oldugunu gosterelim. m € N keyfi verilip sabit tutulsun. Her seyden Once
herhangi bir k dogal sayisi icin k + 1 « kU {k} = k +" 1 oldugundan her
k dogal sayist i¢in k 4+ 1 = k +V 1 oldugu apaciktir(¥).

i) n=0icin: m40=m=m+V0.

ii) Onerme n icin kanitlanmis olsun.

mt+m+1)=mtn)+1% m+Vn)+1

W m AN ) N 1= m 4N (4N 1)

olur ve igimiz biter. Carpma toplam, iis ise carpma iizerinden kazanilabile-
ceginden buradan yola cikarak diger islemlerin ortiigtiigiinii kanitlamay1
odev olarak birakiyoruz. m

Daha 6nce esgiicli kiimelere ilsikin elde ettigimiz bazi sonuclar1 simdi
¢okluk sayilar: tiirinden ifade edecegiz. Her seyden 6nce A, B herhangi iki
bogtan farkli kiimelerse {A x {b}}rep ve {{a} X B}}aca aileleri A x B
kiimesinin birer pargalamsidir. Buradan, « := 1A ve A := B dersek

k¥ \=rdrkdtrE-=AXENENE---
A kez K kez

Ayrica 42 «~ P(A) oldugundan her A kiimesi icin
FP(A) =124 =12~

olur. Daha once elde ettigimiz her 0 # n € N i¢gin N «»~ N”® ve R «~ R"
bagitilarindan her 0 # n € N icin IR} = X ve !¢ = ¢, ozellikle

No*N():N()VGC*C:C

olur. T ve C kiimeleri sirasiyla tek ve ¢ift dogal sayilarin kiimelerini goster-
mek tizere bir yandan T« C' «~ N iken diger yandan TNC = ) ve N = TUC
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oldugundan Xy + g = Ng olur. Yine [0,1),[1,2) ve [0,2) araliklarinin her
biri bir yandan R ile esgii¢liidiirler, diger yandan [0,2) = [0,1) U [1,2).
Buradan

c=c+ec

olur. Ayrica her k < Vg ve her A < cicin k +Rg =Ny ve A+ c¢=Rg+c=c¢
oldugu asikardir. Yine her 0 # n € Nigin N x n x N NxN=xN ve
R<an<NxR<R2<Roldug‘uigin

nxNg=Ng,n*xc=Ng*xc=rc.

Ozellikle Ry 4+ ¢ =Rp*c=¢ oldugunu goriiyoruz ve bu tiim sonsuz gokluk
sayilar: icin tipiktir: Tki sonsuz ¢oklugun toplami ve ¢arpimi bu cokluklarin
biiyiik olanina esittir. Bu ileride (2.15.12) olarak kamtlanacaktir.

Problem 2.7.1 s, \ ve p ¢okluk saylart ise K + p =X+ p = k= A
ve Kx = A*x = Kk = A ¢karimlarinin genelde dogru olmadiklaring
kanitlayinaz.

Problem 2.7.2 X # (0 kimesinde bir R denklik bagintisi verilsin. Tim
denklik siniflarinin ¢okluk sayilary aym ve k ise §X = §(X/R) * k oldugunu
kanatlayimaz. Gruplar kuramandaki indeks teoreminin bununla bir ilgisi var
madur?

Problem 2.7.3 f: X —» Y orten ve her ng,c saprman cokluk sayist ayni ve
k 1se 1 X = 1Y * k oldugunu kanatlayiniz.

Problem 2.7.4 k bir sonsuz golgluk sayse ise No+k = k ve her n € N i¢in
n + k = k oldugunu gosteriniz. Ipucu: Bir p ¢okluk sayisi ile k = pu + Ng
oldugundan yola ¢ikinaz.

Problem 2.7.5 ¢ =!2%0"dan yola ¢ikarak tek satirda ¢ * ¢ = ¢ oldugunu
gosteriniz.

Problem 2.7.6 Heri e I igin k; < pj ise Y iopki < 9 iep i ve i ki <
[Tic; i oldugunu gosteriniz.

Problem 2.7.7 k,v,u ¢okluk sayilar ve v < p ise k¥ <Ik# ve W% <luy®
oldugunu gosteriniz.

2.8 SIRA SAYILARI

Bu altboliimiin kaynagi Neumann’in [44] ¢aligmasidir. Sira sayilarim Aksiyomatik
Kiimeler Kuraminda bizim de yapacagimiz gibi € ile iyi siralanmis gegcigli kiimeler



2.8 SIRA SAYILARI 141

olarak aciklamak bu tanimin mantigi hakkinda hicbir ipucu vermez. Neumann’in
sira sayilarina iligkin ilk ¢aligmasi olan bu galigmay1 iki nedenle izleyecegiz: Birincisi
Neumann dogal sayilarimin ve sira sayilarinin tanimlarimin son derece yalin neden-
lerini 6gretir, ikincisi ise iyi siralanmig kiimelerin tanimi ve onlar arasindaki egyapi
fonksiyonlarinin tanimi diginda hicbir 6n bilgiyi gerektirmez. Yine de ¢abucak he-
defe ulagilir.

Bir A simifindaki R bagintisina A’da:

yansimalidir <= Vz e A(zRx).

yansimasizdir <= Vz e A-(zRx).

bakigimlidir <= Vz,y € A(xRy = yRx).

ters bakiggmhdir <= Vz,y € A(zRy ANyRx = x =y).
gegiglidir <= Vx,y,z € A(xRy NyRz = zRz).
baglantihidir <— Vz,y€ A(zRyVz =yVyRx).

dedigimizi animsatalim.
Swrali ikili tanimini 6z siniflara da genisletecegiz. A ve B’den en az biri
0z sinaf ise
(A,B) = Ax{0}UB x {1}

olarak tanimlansin. Bu tanim sirali ikililerden bekledigimiz temel
(A,B)=(A,By<= A=A ANB=PB
ozelligine sahiptir.

Tanim 2.8.1 A sinifinda bir R bagintist verilsin. R bagintist yansimasiz
ve gegisli ise A’da bir (kismi) swralama bagintisidur denir. Eger R
bagintist yansimasiz, gecisli ve baglantily ise buna A simifinda bir dogrusal
swralama denir. Eger R bagintisy yansimali, ters bakisimly ve gecisli ise
A sinifinda bir yansimaly (kismi) siralama bagintisider denir. Ayrica
baglantily olan yansimaly kismi siralamalara yansimaly dogrusal sivrala-
malar denir. A siifinda bir R kismi siralamasy verilsin. Bu durumda
A = (A, R) ikilisine bir (kismi) swralanmag swnaf denir. Bazen kisaca
A= (A, R) (kismi) swralanmuagtir diyecegiz.

Tanim 2.8.2 A := (A, R) ve B = (B,S) iki kismi siralanmas sinaf olsun-
lar.

Vo,y € A(zRy < f(2)Sf(y))

kosulunu saglayan f : A = B tameslemelerine A’dan B’ye esyapr donti-
stmleri denir ve bu durum f : A=DB ile gosterilir. Eger boyle bir esyapr
dontisimi varsa A ile B esyapiladir denir ve bu durum A = B ile goste-
rilir.
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Bundan sonra < ile herhangi bir R yansimasiz kismi siralamasini goste-
recegiz. Bu siralamaya iliskin R yansimali siralamasini ise < ile gosterecegiz.

Tanim 2.8.3 A simfinda herhangi bir R ikili bagintisy verilsin. B C A wve
x € A icin
Bl :={ylye BAy <z}

simifina x 6gesinin R bagintisina gore B sinsfindaki baslangict veya uzan-
trst denir. A sunafindaki uzantilardan kisaca uzantilar olarak soz edecegiz.
Bu kavraman ikilisi ise x 6gesinin R bagintisina gore B sinifindaki son-
rast diyecegimiz

Br:={ylye BAz <y}

kimesidir. Yanls anlamadan cekinmedigimiz durumlarda Bf“ ve BE yerine
kisaca B, ve B* yazacagiz.

Tanim 2.8.4 X ve R siniflar olmak tizere asagidaki kosullar saglandiginda
R, X simifinda bir iyi swralamadwr ve X = (X, R) ikilisine bir iyi swra-
lanmasg swnafter diyecegiz:

1. X = (X, R) dogrusal siralanmagtar,

2. X sumafinan bostan farkl her altkiimesinin R bagintisina gére bir en
kictk ogest vardar, dd.

VBeU(®+#BC A= 3be BVYz € B(b+#z = bRz))

3. Her x € X i¢in X2 uzantiss bir kiimedir (X bir kiimeyse bu kosul
hep saglanar).

Not 2.8.5 Simdi bize (A, <4) ve (B, <p) gibi iki iyi siralanmig kiime ve-
rilsin ve A # 0, B # ) olsun. A ve B kiimelerinin ¢okluklarim kiyasladigi-
miz saflikla bu iki kiimenin siralamalarim da kiyaslayabiliriz. A kiimesi-
nin en kiiciikk 6gesini ag, B kiimesinin en kiigiik 6gesi by, A\{ap} kiimesi-
nin en kiiciik 6gesi a1, B\{bo} kiimesinin en kiigiik 6gesi by, ... olsun. Bu
islemi miimkiin odugu siirece siirdiirelim. ag 0gesi by ile, a; 0gesi b; ile...
eslegsin. Iki durum s6z konusudur: Bu is aym anda biter, o zaman (A, <4
) = (B, <p), ya da biri digerinden 6nce biter, o zaman 6nce biten digerinin
bir uzantisiyla egyapilidir. Bu dogrudur ve ileride kanitlayacagiz. Bu irde-
leme aymi zamanda ki iyi siralanmas kiime arasinda, ejer varsa ancak bir
es yapr dontsimi oldugunu da gosterir. Clinkii boyle bir egyapr dontisi-
mii, siralamaya sadik olacagindan, zorunlu olarak ag 6gesini by 6gesine, a1
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Ogesini by O0gesine...... resmetmek zorundadir. Ayrica bu irdelemede bir tek-
rarli segme vardir. Dogal sayilarda oldugu gibi burada da tekrali segmenin
dayanagi Se¢cme Aksiyomu ve sonludtesi tiimevarim teoremidir. [J

Not 2.8.6 Kisaca Se¢me Aksiyomu ile iyi siralama aksiyomunun (:=Her
kime iyi siralanabilir) iligkisine deginelim. Iyi siralama aksiyomu gegerli
olsun. A bir kiime ailesi ve her A € A kiimesi bogtan farl olsun. Her A € A
kiimesini < 4 ile iyi siralayalim ve a4 ise bu siralamaya gore A kiimesinin en
kiigiik 6gesi olsun. Bu durumda f := {(A,a4) | A € A} Segme Aksiyomunun
istedigi bir f: A — [J.A fonksiyonudur.

[Safca irdelemeler] Simdi Se¢gme Aksiyomu verilmig olsun ve bize bir
A # (0 kiimesi verilsin. A kiimesini iyi siralamak istiyoruz. Bu kiimeden
bir ag 6gesini segip onu en kiiglik 6ge olarak tamimlariz. A\{ap} kiimesin-
den rastgele bir a; 0gesini secer ve onu ag 6gesinden hemen sonra gelen
oge, dd. A\{ap} kiimesinin en kiiglik 6gesi olarak aciklariz. Elbette ag < a4
olacaktir. Bu iglem bizi sonlu kiimelerde kesin bir iyi siralamaya gotiiriir.
Biraz tedirgin bigimde olsa da sonsuz A kiimelerinde de Se¢gme Aksiyomu
yardimiyla bu iglemin bizi A kiimesinde bir iyi siralamaya gotiirecegini
umariz. Bu gergekten de bdyledir ve bu iki aksiyom denktir. Biz Segme Ak-
siyomundan yola ¢iktigimiz i¢in her kiimenin iyi siralanabilecegi bir teorem-
dir. Ancak bir kiimenin iyi siralanabilinecegini bilmek ve onu iyi siralamak
cok farkl seylerdir. Ornegin biz R kiimesinin iyi siralanabilecegini biliyoruz
ancak bugline kadar bu kiimeyi iyi sirlayabilmis degiliz! Bu Se¢me Aksiyo-
munun kurgusal olmayigindan kaynaklanir. [

“Her siralanmis kiimeye M ile gostermek istedigimiz belli
bir siralama tipi veya kisaca belli bir tip kargilik getirilir; bun-
dan anladigimiz ise M kumesinden, siralamalarine koruyarak
ogelerini tim ézelliklerinden soyutladiktan sonra elde edilen ge-
nel kavramdar.

Buna gore M siralama tipinin kendisi, M kiimesinden soyut-
lanarak elde edildikleri 6gelerin kendi aralarindaki siralamalarini
koruyan salt birlerden olusan siralanmas bir kiimedir(Cantor [15],
[16] 5.297).28”

Bu tanim Dedekind’in sirasayilari tanimina benzemektedir. Ne var ki
Dedekind nesneleri tim o6zelliklerinden arindirirken ayirt edilebilirlikleri-
nin korunacagini 6zellikle belirterek daha titiz davranmigtir. Cantor’un asil
amaci egyapili siralanmig kiimelerin siralamaya iliskin ortak Ozelliklerini
incelemektir. Onemli olan siralanmig kiimenin nesnelerinin ne oldugu degil

28Bu birler elbette ayirtedilebilir olmalidirlar.



144 2. CANTOR KUMELER KURAMI

onlarin birbiri arasindaki siralamaya iliskin konumlaridir. Cantor’un, M
kiimesindeki siralamay1 koruyan ve sirf birlerden olusan M kiimesi siralama
tipi hakkinda kafamizda oldukca iyi bir resim olugturmasina kargin ku-
ramimizda kullanabilecegimiz bir nesne degildir. Cokluk sayilarinin tanimin-
da oldugu gibi her siralanmis A kiimesine A veya stA ile gosterecegimiz ve
A 'nin siralama tipi diyecegimiz, ne oldugu 6énemli olmayan, ancak

A=B< Ax~B

bagimtisini saglayan bir nesne (Hausdorff'un yaptig: gibi) veya bir siralanmag
kiime (bizim yapacagimiz gibi) karsiik getirilebilir. Iyi siralanms kiime-
lerin siralama tiplerine Cantor sira sayilari1 demektedir.

Iyi siralanmig A = (A, <a)'mn srsA ile gosterilen sira sayisinin ilk akla
gelen tamimlarindan bir digeri agagidaki gibidir:

srsA = {B:B=A}.

Bu tanim da g¢okluk sayilarindaki ayni nedenle sorunludur, sag yan yine,
A # () igin bir siif oldugundan Cantor Kiimeler Kuraminda yeri yoktur.

Cantor sira sayilar1 arasinda da bir siralama tanimlamig ve bu siralamayla
Q ile gosterdigi sira sayilar: simifinin iyi siralanmig oldugunu kanitlamigtir.
Okuyucunun da kolayca kamtlayacag gibi iyi siralanmig n 6geli iki sonlu
kiime daima egyapilidir. Bu nedenle ) kiimenin siralama tipini 0 ve n 6geli
sonlu bir kiimeninin siralama tipini yine n ile gosterebiliriz. Bir an i¢in bu
sira sayilar1 arasindaki siralamay1 gecici olarak < ile gosterirsek yine

0<1<2<--<n<--

gecerlidir. 0, 1,...,n— 1 sira sayilariin < ile iyi siralanmig {0,1,...,n—1}
kiimesinin siralama tipi, dd. sira sayis1 tam da n sira sayisidir. Cantor bu
ozelligin tiim sira sayilar1 i¢in dogru oldugunu kanitlamistir: Her a sira
sayst kendinden once gelen siwra sayilarinin swralama tipidir.

Bu béliimde iyi siralanmig kiimeler i¢in onlarla egyapili olanlar arasindan
dogal adaylar1 belirleyip sira sayilari olarak aciklayacagiz. Bu baglamda
Neumann’in izledigi yol genel kabul gérmiistiir. Simdi bu yolu taniyalim ve
iyi siralanmig kiimeler hakkinda sadece iki tanimi, (2.8.2), (2.8.4)’i bilme-
nin yeterli olacagim bir kez daha anmimsatalim. S6zii 6nce Cantor’a sonra
Neumann’a birakalim:

“1,2,3,... pozitif tam gergek sayilar dizisinin olugum ne-
deni, tekrarlanan birim eklemek ve eklenen birbirine egit birim-
lerin birlegtirilmesidir. v sayis1 bir yandan sonlu sayida biribirini
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izleyen eklemelerin sayisini, diger yandan ise eklenen birimlerin
bir biitiine birlestirilmesini gosterir. Boylece sonlu tam gercek
sayilarin olugturulmas: simdiden olusturulmus olan sayiya bir
birim eklemeye dayanir; biytk sayilarmn olusturulmasinda da
onemli rol oynayacak bu igsleme Birinci Uretme Ilkesi diyecegim.
Bu sekilde elde edilen v sayilarimin olugturdugu simif (I) son-
suzdur ve 6gelerinin bir en biiyiigii yoktur. Her ne kadar simif
(I)’in en biiyiik 6gesinden s6z etmek celigkili ise de, tiim (I)’in
igeriginin yasaya uygun olarak dogal ardigikhiginda verilmisli-
ginin ifadesi olacak w ile gosterecegim yeni bir say1 diigiinmekte
rahatsiz edici hicbir yan yoktur (tipki v ’'niin belli bir sonlu
sayidaki birimlerin bir biitiine birlesmesinin bir ifadesi olmasi
gibi). Hatta yeni olugturulan w sayisini, v sayilariin yaklagtig
bir senar olarak diiglinebilirim; bundan anlagilacak ise w sayisinin
her bir v sayisindan biiylik olup onlardan sonra gelen ik say1
oldugudur. Ikinci Ureteme Ilkesi: En biiyiligii olmayan bir tam
sayilar dizisi verildiginde bunlarin sinir: olan ve her birinden
biiyiik olup hemen bunlardan sonra gelen bir tam say1 olusturu-
labilir. Boylece

1,2,3,.. ;ww+ 1, ;02,w24+1,...;w3, .. .5w4, ...

elde edilir. Tim wn+m tipindeki tam sayilardan sonra ise ikinci
iiretme ilkesi ile w? elde edilir. Boylece devam edilerek

—1
whn, + W' n, 1 4+ -+ wng +ng

tipinde tam sayilar elde edilir. Tiim bunlardan sonra ise ikinci
tiretme ilkesi ile w* elde edilir” [15].

“Biz aslinda “Her sira sayis1 kendisinden once gelen sira
sayilariin tipidir” 6nermesini arastirmalarimizin temeli yapaca-
g1z. Agik olmayan “tip” kavramindan sakinmak iginse “Her sira
sayisi kendinden 6nce gelen sira sayilarinin kiimesidir” sekliyle
yapacagiz. Ama bu sira sayilarina iligkin kanitlanmig bir teorem
degildir, daha ziyade, eger sonludtesi tiimevarim gelistirilmis ol-
saydi, sira sayilarinin bir tanimi olurdu [44].”

X = (X, <) iyi siralanmis bir kiime olsun. Her z € X i¢in &, = (X, <)
de iyi siralanmigtir. Simdi 6niimiizdeki problem sudur: Her iyi siralanmig
kiimeye onunla egyapili olan iyi siralanmig bir kiime kargilik getirecegiz.
(U, €)’da galisacagiz ve mimkiin oldugunca az bilgi kullanmak istiyoruz.
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X ve X, ’lere karsilik gelecek iyi siralanmig kiimeler a ve «ay, ise Cantor’un
onermesi dogrultusunda

a={azlreX}vea, ={ay|lye X Ny <z}

olmahdir. ¥y < z i¢in o, < «, olacaksa sira sayilar1 arsimndaki siralama
bagintisi i¢in dogal aday € 6gesi veya C bagintilaridir, dd.

Oy < Qp = Qy € Qp <= oy C Qg

olmalidir. Bunlarin gergeklegtirilebilecegini gorecegiz.

X = (X, <) iyi siralanmig ve Y C X ise Y = (Y, < ||Y) yerine kisaca
Y = (Y, <) yazacagiz. x € X ve y € X, olmak iizere, y 6gesinin X, ve X
kiimelerindeki uzantilarinin esit, dd.

(x) ye Xyise (Xz)y =Xy

oldugunu gérmek kolaydir (bunun i¢in X’in dogrusal siralanmig olmasi ye-
terlidir). X, := (X, <) olsun.

Tanim 2.8.7 Bir f: X — U fonksiyonuna her x € X icin

fl)=fIX]={fW |y e Xo} ={fy)ly e X Ny <a}

ise X igin bir swraly sayma fonksiyonu ve f[X]’e ise X i¢in bir sira
sayrst diyecegiz. X i¢in bir siraly sayma fanksiyonu varsa X sirali sayila-
bilir diyeceqiz?®.

{fly)|ly € X Ny < x} yerine kisaca {f(y)|y < z} yazacagiz. Her iyi
siralanmig X’in tek bir sirali sayma fonksiyonu ile sirali sayilabilecegini ve
sira sayisinn da tek olarak belirli oldugunu kamtlayacagiz. Ancak once
kiiclik bir irdelmenin yararl olacagini diistintiyoruz.

A = (A, <) iyi siralanmig kiimesi verilsin. A kiimesinin 6gelerini kiigiikten
biiyiige dogru

"

a<ad <d <d" <

olarak siralayalim. f : A — U bir sirali sayma fonksiyonu ise

fI0] =0, f(a) = {f(a)} = {0},
{f(a), f(a)} ={0.{0}},...

s
—
I Q2
—
[l

29Neumann ashinda kisaca sayma ve sayilabilir demektedir. Daha &nce verdigimiz
sayilabilirlik kavramiyla karigtirmamak icin biz bu kavramlarin bagina “sirali ”kelimesini ekledik.
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olur. Karsimizda tam da 0 = 0, 1 = {0}, 2 = {0,1}, ... Neumann dogal
sayilar1 var ve gimdi bu sayilarin gokten diismedigini, son derece yalin
bir mantigin {irinleri olduklarimi 6grenmis oluyoruz. Ayrica A kiimesini
sirali sayan her fonksiyon 0,1,2,... ile sayar! Diger yandan bagka bir iyi
siralanmig B = (B, <)’yi sirali saymay1 denersek yine ayn: Neumann dogal
sayilar1 ile saymaya baslayacagiz. Bu basit irdelemeler bir yandan her iyi
siralanmig A icin bir tek siralt sayma fonksiyonu olabilecegini agik eder-
ken diger yandan tiim iyi siralanmig kiimeleri ayn: isimlerle saydigimizi da
gosterir.

Teorem 2.8.8 1. f ve g fonksiyonlar, X icin swraly sayma iseler f = g.

2. f, X i¢in bir siraly sayma ise her x € X i¢in f, := f| X, de X, i¢in
bir siraly saymadur ve fy[X,] = f(x).

3. Her x € X igin X, swraly sayilabilirse X de svraly sayrlabilir.
4. Her iyi siralanmag X = (X,<) swraly sayilabilir.

Kanmit. 1. f ve g fonksiyonlar1 X icin sirali sayma olsunlar. f # g
varsayalim. Bu durumda A := {z € X | f(z) # g(z)} # 0. X iyi sirah
oldugundan A kiimesinin en kii¢iik 6gesi vardir, bu a olsun. a € A oldugun-
dan f(a) # g(a), diger yandan

fla) ={f(@)|x <a} ={g(z) |2 < a} = g(a)!

Bu bir celigkidir.
2. (a) f, X igin bir sirali sayma ve (b) her z € X igin f, := f|X, olsun.
Her y € X, i¢in

L@ 2w Y ez e X C e |2 e (X))

© {fu(2) ]2 € (X2)y}

oldugundan f, gercekten de A, icin bir sirali saymadir ve

FlX = {f(2) |2 € X} 2 {f(2) | 2 € X} 2 f(a).

3. Her «x € X 6gesine karsilik X, icin bir f, sirali sayma fonksiyonu bulun-
sun. (1)’den dolay1 f, ve f.[X,] tek olarak belirlidirler. Bir f : X — U
fonksiyonu her z € X i¢in:
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olarak tanimlansin. x,y € X ve x # y olsun. X iyi siralanmig oldugundan
x < yVy <z Genellikten bir sey kaybetmeden y < z olsun. Bu durumda
X, C X, olur. (%) ile Xy = (X;)y oldugundan (2)’den dolay1 f,|X, fonk-
siyonu X, i¢in bir sirali saymadir. Sirali saymalarin tekliginden dolay: ise
fy = fz| Xy olur ve yine (2)’den

(i)  fo(y) = fy[Xy]

elde ederiz. Boylece her = € X icin

f@) = £ = (L0 |y <2} D {51X) 1y <2} 2 {f@)]]y < 2}

elde ederiz ki bu bize f fonksiyonunun bir sirali sayma oldugun soyler
({fz}wex fonksiyon ailesinin uyumlu®® ve f = {J,cy fo olduguna dikkat
ediniz).

4. X = (X, <) bir iyi siralama olsun ve X’in sirali sayilanamayacagini
varsayalim. (3)’ten dolay1 A := {z € X | X, siral sayilamaz} # (). A kiime-
sinin en kiiclik 6gesi vardir ve bunu a ile gosterirsek bir yandan X, sirali
sayllamazken diger yandan her y € X, icin X, = (X,), sirali sayilabilir
olacaktir. Bu ise (3)’ten dolayr X,’nin siral sayilabilir oldugunu soyler ve
bir geligkiye ulagiriz! =

Bu teoremle her iyi siralanmig X = (X, <) kiimesinin bir tek f: X —
U sirali sayma fonksiyonu ile bir tek f[X] sira sayisina sahip oldugunu
ogrenmis bulunuyoruz.

Tamm 2.8.9 Iyi suralanmis X = (X, <) i¢in tek olarak belirli sira sayisine
srsX ile gosterecegiz ve kisaca X ’in swra sayist diyecegiz.

f+ X — U sirali sayma fonksiyonu ve f, = f|X, ise f(z) = fo[Xz] =
srsX, oldugunu gordiik. Dolayisiyla bir srsX sira saysinin 6geleri de sira
saylaridirlar ve srsX = {srsX, |z € X}.

Ornek 2.8.10 N Neumann dogal sayilar kiimesi < ile iyi siralanmigtir
ve her n € Ni¢cin n = {m € N|m < n} oldugundan I : N — N
ozdesglik dontigiimiit N = (N, <) i¢in bir sirali sayma fonksiyondur. Bunun
sonucu olarak N wve her n € N birer sira sayilaridirlar. Sira sayisi olarak
diistindiigiimiizde N yerine w yazmak bir gelenektir. [

Bir sonraki teoremde srsX’ sira sayisinin bagka o6zellikleriyle tanisacagiz.

Teorem 2.8.11 X = (X, <) iyi seralanmis ve f : X — U onun siwral
sayma fonksiyonu olsun.

30Her 2 € X igin tanfy N tangy kiimesinde f; ve g, fonksiyonlar: cakigirlar.
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1. Her z € X ic¢in f(z) ¢ f(z)3*

2. Herz,y € X icinz <y <= f(x) C f(y) <= f(z) € f(y).

3. f: (X, <)== (srsX,C) ve f: (X,<)—(srsX, €) esyapr doniigiimle-
ridirler.

4. P €U kiimesinin bir sira sayist olmast i¢in gerek ve yeter kosul (P, C)
(veya (P, €))’nin iyi siralanmas ve her p € P igin p = Py (veya
p= Ppe), daha ac¢ikca yazilimla

p={q€ PlqCp} (veyap={qec Plqecp})

olmasudur.

Kamt. 1. A := {z € X | f(z) € f(z)} # 0 varsayalm ve a := min A

olsun.
fla)={f(W) |y <a} ve f(a) € f(a)

oldugundan bir y < a ile f(y) = f(a) olur. Buradan ise y < a ve f(y) € f(y)
elde edilir ve bu a 6gesinin bu 6zelligi saglayan 6gelerin en kiicligii olmasiyla
geligir.

2. (i) x < y olsun. X, C X, olacagindan f(z) = f[X,] C f[X,] = f(y)
olur. Ayrica bir yandan f(x) ¢ f(z) diger yandan f(z) € f(y) oldugundan
buradan f(z) C f(y) elde edilir.

(ii) f(z) C f(y) olsun. < bir iyi siralama oldugundan x < yVa = yVy <
x. Varsayiumdan dolayr z = y olamaz. y < z olsaydi (i) ile f(y) C f(z)
olurdu ki bu da varsayimla celigir. Zorunlu olarak = < y olur. (7) ve (i7) nin
sonucunda z < y <= f(x) C f(y) kamitlanmig olur. Bunun bir sonucu
olarak f fonksiyonu birebirdir.

(0)* v <yise f(x) € f(y) oldugu agikardir.

(13)* f(z) € f(y) olsun. f(y) = {f(2)|z < y} oldugundan bir z < y ile
f(z) = f(2) olur. Ancak f birebir oldugundan x = z ve x < y elde edilir.
(i)* ve (4i)* birlikte x < y <= f(z) € f(y) Onermesini verir.

3. f: X & srsX tamegleme oldugundan dogrudan (2)’den gikar.

4. (a) P € U bir sira sayisi olsun. Sirali sayma fonksiyonu f : X — U
olan iyi siralanmis bir X = (X, <) igin P = f[X]| = srsX’ olacaktir. (3)’ten
dolay1 f : (X, <)—=(P,C) ve f : (X, <)—(P, €) egyap: dontigiimleridirler.
Es yap1 dontigiimlerinin ba@langl(;larl baslangiclara resmettigi, daha acikcasi

31 U evreninde xex kosulunu saglayan kiimeler olabileceginden bu sav hi¢ de “zaten dogru” bir
sey degildir.
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f1X:] = Pfc(m) ve f[X.] = Pfe(m) oldugu kolyca goriiliir (6dev). p € P
verilsin. Bir z € X ile

olacaktir.
(b) P € U, (P,C) iyi siralanmig ve her p € P igin p = Py olsun. Ip :
P — U 6zdeslik fonksiyonu her p € P igin

p=Pr={qePlgcCp}={Ipr(q)|qCp}

oldugundan (P, C) iyi siralamasimin sirali sayma fonksiyonudur. Bu nedenle
P = Ip[P] bir sira sayisidir. Benzeri P € U, (P, €) iyi siralanmig ve her
p € P igin p = PS oldugunda kanitlanir. m

Teorem 2.8.12 Bir P kiimesinin bir sira sayist olmasy i¢in gerek ve ye-
ter kosul (P, €) 'nun iyi siralv ve P kiimesinin ge¢isli olmasidir. Bunun bir
sonucu olarak her v sira sayist i¢in o := aU{a} da bir sira sayisidor.

Kanit. 1. P bir sira sayisi ise (P, €) iyi sirahidir ve her p € P igin p =
Pg'dur ((2.8.11)(4)). Simdi ¢ € p ise ¢ € p = {x € P|x € p} olacagindan
q € P olur. Dolayisiyla P gecislidir.

2. Simdi (P, €) iyi sirali ve P gegisli olsun. Her p € P i¢in

pz{x!x&p}:{meP]pr}:Ppe

olacagindan sav, (2.8.11)(4)’ten ¢ikar. Burada ikinci esitlikte P’nin gegisliligi
kullanilmigtir.

« bir sira sayisi ise (o, €)’nun iyi sirali ve o/’niin gegisli oldugu (n + 1’in
gecigliligi gibi) kolayca goriiliir. m

Not 2.8.13 Sira sayilarinin bu belirlemesi genel olarak sira sayilarinin
tanimi olarak alinmaktadir. Ancak bdyle bir tanim elbette tiimiiyle boslukta
kalir. Simdi biz bu tanimin esas mantigini 6grenmis bulunuyoruz. Aksiyo-
matik Kiimeler Kuraminda biz de oyle yapmakta artik bir sakinca gérme-
yecegiz.

Her o sira sayis1 icin o’ de bir sira sayis1 ve a < o' oldugundan sira
saylarinin en buyigu yoktur! O

Tanim 2.8.14 o' = aU{a} swra sayisina a sira sayisinin dolaysiz ardals,
a sira saysina ise o swra sayisinan dolaysiz oncili denir. o yerine cogu
zaman o + 1 de yazilir. Iki yazlime da kullanacagiz. Bir B swra sayisinan
dolaysiz onciili varsa bunu 8 — 1 ile gésterecegiz.
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Not 2.8.15 o sira sayis1 « sira sayisindan kesin biiyiik olan sira sayilari-
nin en kii¢iigiidiir, dd. o/ = min{$ € Srs|a < §}. Eger 8 € Srsi¢in o < 8
ise « € B ve a C B oldugundan o = a U {a} C B olur ki bu ¢/ < 8
demektir. Bu, savimizi kanitlar. [J

a € o’oldugundan o < o/, buna karsin eger a sonsuz ise fa = o/, Farkh
sira sayilariin ¢okluk sayilar: esit olabilir.

Uzlagma: Srs ile U evrenindeki sira sayilarinin sinifini gésterelim. Bun-
dan sonra Srs smifinin 6gelerini gelenege uyarak a, 3,7, ... gibi Yu-
nan harfleriyle gosterecegiz. p(a) sira sayilarina iligkin bir 6nerme ise
asagidaki kisaltmalar1 kullanacagiz:

Ja p(a) <= Ja € Srs p(a)
Va p(a) <= Ya € Srs ¢(

Q).

(@l pla)} o= o € 875 g(a).

Ornegin her A kiimesi i¢in A = {z |z € A} ve sira sayilarin 6geleri-
nin de sira sayisi oldugunu diisiiniirsek

Vaoa={x|zeca}l={8|B8ca}(={8cSrs|p e a}).
Teorem 2.8.16 1. Srs gegislidir ve
Vaa={B|8 Ca}(={8€Srs|B Ca}).

2. Va, B (a C B <= «a € B). Dolayisiyla Vo (o ¢ «)
3. C, dolaypswyla € bagintilary Srs sinifinda bir dogrusal siralamadar.
4. Srs sinify C ve € bagintilaryla 1yi siralanmagter.

Kanit. 1. Sira sayilarinin 6geleri de sira sayilar: oldugundan Srs gegiglidir.
a bir sira sayisi olsun. a = {8 | € a} oldugundan 8 € Srs ve 8 C « ise
B € a oldugunu kanitlamak yeterlidir. Biz bir énceki teoremden («, C) ve
(B, C)’nin iyi siralamalar ve n € a, & € B ise n = a%, &= ﬁﬁc oldugunu bi-
liyoruz. Once S'nin a’da bir baslangic oldugunu gésterecegiz. n € o, £ € 3
ve n C € olsun. i € B oldugunu gostermeliyiz. £ € § C « oldugundan & € a
olur. Boylece ¢ = /BEC ve £ = agc olur. Bu ise Bgc = agc demektir. Diger
yandan 7,& € o ve ) C &, teorem(2.8.11)(2) ile n € £ bagintisimi verir. Do-
layisiyla 3, « ’da bir 6z baglangigtir. o\ # () kiimesinin en kiigiik 6gesine
~ dersek v = ag = (8 ve boylece § € « olur.
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2. a, € Srs olsunlar. (i) 8 € a ise (2.8.11)(2)’den 5 C a. (i7) f C « ise
az once J € a kanitlandi.

3. a, 8 € Srs iki farkl sira sayisi olsunlar. v := o N S kiimesi, C ile iyi
siralanmig « kiimesinin altkiimesi olarak C ile iyi siralanmigtir. £ € v keyfi
verilsin. (2.8.11)(4)'ten ag = £ = B¢ oldugundan ¢ = af N B = £ olur.
(2.8.11)(4)’ten ~ bir sira sayisidir.

Once v C « ve v C 8 olamayacagim gorelim. Béyle olsaydi (2) ile v € a
ve v € 3, dolayisyla v € a N 8 = v olurdu ki bize v € « celigkisini verir.
Diger yandan v C « ve v C 8 oldugunu biliyoruz. Simdi v = « varsayalim.
o # [ sectigimizden a = v C B olur. Benzer bicimde v = 5 ise § C « elde
edilir.

4. C bagmtis1 zaten yansimasiz ve geciglidir. (3)’ten dolay1 ise (Srs, C
) dogrusal siralanmigtir. Simdi bunun bir iyi siralama oldugunu gorelim.
Her seyden once her a sira sayisinin C bagintisina goére Srs siifindaki
uzantis1 yine a oldugundan bir kiimedir. () # B C Srs altkiimesi verilsin.
B kiimesinin bir en kii¢iik 6gesi oldugunu kanitlamalhiyiz. Bir § € B segelim.
Sans eseri bu B’nin en kiiclik 6gesi ise igimiz biter, degilse

C:={aeBlacpBZ{acB|lacp} .

(8, Q) iyi siralamig oldugundan C' C ( kiimensinin en kiigiik 6gesi vardir.
~ :=min C olsun. Agikca v € (3, dolayisiyla v C 3. Herhangi bir a € B igin
va 8 C a, dolayisiyla v C a, ya da a C 3, dolayisiyla v’'nin tanimindan v C
a olur. Boylece v = min B ve (Srs, C) iyi siralanmigtir. o C f <= a € 8
oldugundan elbette (Srs, €) de iyi siralanmigtir. m

Not 2.8.17 3 ve 5 Neumann dogal sayilar1 sira sayilaridir ve gecisli-
dirler, ancak érnegin A = {3,5} kiimesi gegisli degil, dolayisiyla bir sira
sayist degildir (2 € 3 € A fakat 2 ¢ Al). Diger yandan bir sira sayisinin
tliim 6geleri de bir sira sayisidir ve sira sayilar: gegisli kiimelerdir. Simdi bu
gerekli kogullarin yeterli oldugunu kanitlayacagiz. [

Onerme 2.8.18 Bir A kiimesinin bir sira saynst olmast i¢in gerek ve yeter
kosul A kiimesinin gecisli ve A C Srs olmasidar.

Kanit. Savin bir yarisini biliyoruz (2.8.12). Geriye A C Srs altkiimesi
gecisli ise bir sira sayisi oldugunu gostermek kaliyor. Her seyden 6nce (2.8.16)
(4)’ten dolay1 (A, €) iyi siralanmigtir. Diger yandan A gegisli oldugundan
her o € A igin

a={lpea} " E (feA|peca)=A5

(2.8.11)(4)’ten A € Srs olur. m
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Teorem 2.8.19 A = (A,<4) ve B = (B,<p) i stralanmag kimeler ve
a = srsA, = srsB olsunlar.

1. AZB<<—= a=24.
2. A, B’nin bir 6z baslangiciyla esyapilidir <— o < 5.

3. B, A’nan bir 6z baslangiciyla esyapilidir <= 3 < a.

Not 2.8.20 Herhangi iki «, 8 sira sayisi icin a = 8, a < § ve a < f’den
biri ve ancak biri dogru oldugundan herhangi iki A ve B iyi siralanmig
kiimesi i¢in bu ti¢ durumdan biri ve ancak biri dogrudur. Bu teoremin bir
diger sonucu ise hichir iyi siralanmas kiimenin herhangi bir o6z baslangiciyla
esyapily olamayacagidir. Gergekten de A iyi siralanmig ve B ise onun bir
0z baglangici ise srsB sira sayisi a := srs.A sira sayisinin bir 6z basglangici
olur. 8 := min(srsA\srsB) olmak iizere 8 = srsB3 oldugu kolayca goriiliir.
B € a, dolayisiyla f < « oldugundan (1)’den dolay1 A = B olamaz! [J

Kanit. l.a. @ = § olsun. A = (o, €) = (f,€) = B oldugundan A = B
olur.

1.b. A = B olsun. ¢ : A—B bir egyap1 doniisimii ve g : B——U ise

B’nin sirali sayan fonksiyonu olsun. Biz f := g o ¢ fonksiyonunun A4’nin
sirali sayan fonksiyonu oldugunu savunuyoruz. Gergekten de her z € A i¢in
¢[Asz] = By(y) olacagindan

FlAz] = glelAa]l = 9[By@)] = 9(p(2)) = f(2)

olur ki bu bize f’nin A’nmin sirali sayan fonksiyonu oldugunu sdyler. Boylece
a = srsA = flA] = glp[A]] = g[B] = 8

olur.
2.a. A, B’nin bir 6z baglangiciyla egyapili olsun. g, B’nin siral sayan fonk-
siyonu olsun ve y € B ile A = B, olsun. (1)’den dolay:

a = srsA=srsBy = g(y) € srsB=p.

Buradan « € g dolaysiyla a < S olur.

2.b. a < [ olsun. (2.8.16)(2)’den o« C S, a € B ve (2.8.16)(4)’ten ise
a = B, dir. Boylece « sira sayisi 8 sira sayisimn bir 6z baglangicidir. Diger
yandan A & a = f, ve B = 8 oldugundan o = (3, sira sayist B’nin bir 6z
baglangiciyla egyepilidir.

3. a vef sira sayilarinin rollerini degistiriniz. m

Not 2.8.21 Bize herhangi iki A, B kiimesi verildi§inde jA < yB veya
B < gA, dd. A < BV B < A olup olmadigini heniiz bilmiyoruz. Ilerde
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Se¢me Aksiyomu yardimiyla her kiimenin iyi siralanbilecegini kanitlayacagiz.
O zaman igimiz ¢ok kolay. <ave <p ile A ve B kiimeleri iyi siralanirsa te-
oremimiz A < B ve B < A’dan birinin ve ancak birinin dogru oldugunu
soyler. [

Onerme 2.8.22 A = (A, <) ve B = (B,<p) iyi swralanmas kiimeler ve
A = B ise A’dan B’ye bir tek ¢ esyapt déndsimi vardar.

Kanit. A = B ve ¢ : A—B bir egyap1 doniigiimii doniisiimii olsun.
(2.8.19)(1)’in kamitindan, f ve g swrasiyla A ve B'nin sirall sayma fonksi-
yonlar1 iseler srsA = srsB oldugundan zorunlu olarak ¢ = g~ ! o f olur. f
ve g tek olarak belirli olduklarindan ¢ de tek olarak belirlidir. =

A = (A, <) iyi siralanmig ve a = srsA ise (a, €) iyi siralidir ve «
geciglidir. A'nin f sirali sayma fonksiyonu A’dan (a, €)’a yegéne esgyapi
doniigiimidiir.  # « bir bagka sira says1 ise (2.8.19)(1)’den dolay1 A,
(B8, €) ile egyapili olamaz. Teorem (2.8.12) da gbzoniine alimirsa agagidaki
teoremi elde ederiz:

Teorem 2.8.23 (Neumann Coékmesi) Her iyi siralanmis A = (A, <)
kiimesine karsilik tek olarak belirli € ile iyi swralanmas gegisli bir a kumesi
A= (a, €) olacak bigimde vardr.

Biz artik a kiimesinin A’nin sira sayisi oldugunu ve A’dan («, €)’ya bir
tek f : A—(«, €) egyap1 doniigtimii oldugunu ve bu f egyapi doniigimiiniin
tam da A’nin sirali sayma fonksiyonu oldugunu biliyoruz. Literatiirde bu
teorem Mostovski Cokmesi olarak bilinir, ancak ondan yillarca 6nce Ne-
umann tarafindan kanitlanmigtir.

Problem 2.8.1 (X, <) dogrusal siralanmagsa hery,z € X iginy € X, ise
Xy = (Xg)y oldugunu kanstlayinaz.

Problem 2.8.2 A = (A,R) ve B = (B,S) dogrusal siralanmus kiimeleri
arasinda bir ¢ : A=——B esyapr donisimi verildiginde her x € A igin
Y[AR] = Bi(x) oldugunu gdsteriniz.

Problem 2.8.3 X wyi suralanmagsa her B C X 6z baslangicin bir x € X
ogesinin uzantist oldugunu kanitlayiniz. Ancak bu savin dogrusal siralanmas
kumeler icin dogru olmayabilecegini ornekleyiniz.

Problem 2.8.4 Iyi siralanmas iki kiime arasinda en fazla bir tek esyapr
dontisimi olabilecegini égrendik. Buna karsin (Z,<)’den kendisine sonsuz
farkly es yapr dénistimi oldugunu gosteriniz.
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Problem 2.8.5 Iyi suralanmas bir kiimenin herhangi bir 6Jesinin uzantisuy-
la esyapily olamayacagin dgrendik. Ama bir dgesinin sonuyla esyapilr olabi-
lecegini ornekleyiniz.

Problem 2.8.6 Iyi siralanmus bir kimenin iki farkl uzantisinin esyapils
olamayacagint gosteriniz.

Problem 2.8.7 Dogrusal siralanmag bir (X, <) kiimesi i¢in asagidaki oner-
melerin denk oldugunu kanitlayimniz.

(a) (X, <) iyi suralanmastor.

(b) i) 3min X, i) A C X altkiimesinden biyik olan dgeler varsa, A’nin
ogelerinden hemen sonra gelen bir a' 6gesi vardwr; dd. herhangi bir x odesi
A kiimesinden sonra geliyorsa x < a’ olamaz!

Not: (b) énermesi ashinda Cantor’un iyi siralama tansmaider ve onun sirale sayma
islemi ile iliskisini daha iyi vurgular. Saymaya en kiictk égeyle baslariz ve bir yere
kadar saydigimazda hala sayilacak dgeler varsa gerekli tek sey saydiklarimaizdan he-
men sonra geleni bilebilmektir. Buna izin veren swralamalar iyi siralamalardir.

Problem 2.8.8 Dogrusal siralanmas bir (X, <) sinafinan iyi siralanmas ol-
mast i¢in gerek ve yeter kosul X ’te kesin azalan bir (x,)nen dizisinin olma-
masidir, dd. - < x9 < x1 < xg gibi bir dizinin olmamasidir. Kantlayiniz.

(X, <) kismi siralanmig bir kiime ve < ona iligkin yansimali kismi siralama
olsun. X’deki herhangi bir (z,),en dizisine bir m her n > m ig¢in z, =
Zm, olacak bicimde bulunabiliyorsa duragan diyelim. (z,)nen dizisine
her n € N icin x, < z,41 ise artan , her n € N i¢in z, < xp41 ise
kesin artan diyelim. Azalan ve kesin azalan diziler benzer bicimde
tanimlanirlar. X kiimesinin bogtan farkli her altkiimesinin bir bliytlik 6gesi
varsa (X, <) veya (X, <) Noethersel siralanmigtir denir. X kiimesinin
bogtan farkli her altkiimesinin bir kiicitk 6gesi varsa (X, <) veya (X, <)
Artinsel siralanmistir denir. Burada birbirinin ikilisi olan kavramlarla
tanigtik. Bunlardan biri hakkindaki her énermenin bir ikilisi vardir ve bun-
larin kanitlar: da birbirlerinin ikilisidirler. (X, <) Artinsel siralanmig kiime-
sinin iyi siralanmig olmasi icin gerek ve yeter kosul dogrusal siralanmig ol-
masidir.

Problem 2.8.9 (X, <) kismi swralanmus kimesinde asagidaki dnermeler
denktirler:

1. (X, <)’de her artan dizi duragandor.

2. X'de kesin artan dizi olamaz.



156 2. CANTOR KUMELER KURAMI

Problem 2.8.10 (X, <) kismi siralanmas kiimesinde asagidaki énermeler
denktirler:

1. (X, <)’de her azalan dizi duragandar.

2. X ’de kesin azalan dizi olamaz.
Problem 2.8.11 X = (X, <) i¢in asaqidaki énermeler denktir:

1. X Noethersel siralanmastar.

2. X ’teki her artan dizi duragandur.

(2) = (1) yénii igin ipucu: Celigki yontemi: ) # A C X kiimesinin biiyiik &gesi
olmadig) varsayilir. Her € A igin bu 6genin A kiimesindeki A* = {a € A|z <
a} sonrast bos degildir. Herhangi bir ag € A ile baglayip tekrarli tanimlamayla
A kiimesinde a,41 € A olacak bigimde kesin artan bir (a,)nen dizisi kolayca
bulunur.

Problem 2.8.12 X = (X, <) i¢in asaqidaki énermeler denktir:

1. X Artinsel siralanmastar.

2. X '’teki her azalan dizi duragandar.

Problem 2.8.13 Noether Tiumevarime: (X, <) Noethersel siralanmus
olsun ve her x € X ig¢in ¥(x) dnermesi verilsin. Her x i¢in (Vy > =
Y(y)) = Y(z) ise, Va P(z) oldujunu kanitlayinaz.

Problem 2.8.14 Artin Timevarima: (X, <) Artinsel siralanmag olsun
ve her x € X igin () onermesi verilsin. Her x i¢in (Vy < = ¥(y)) =
Y(x) ise Ve (x) oldugunu kanitlayinz. Tyi suralanmas kiimelerdeki sonludte-
st timevarim bunun bir sonucudur.

Problem 2.8.15 Iyi suraly bir kiimenin bir uzantisinan bir altkimesiyle de
esyapily olamayacagini gosteriniz (fpucu: Esyapily varsayip igice kesin dara-
lan bir uzantilar dizisi bulunuz. Bu kesin azlan bir dizinin varlgr demektir
ve olamaz!).

2.9 SIRALANMIS KUMELERDE ISLEMLER

Bu boliimde siralanmig kiimelerin toplamlarini ve carpimlarini tanimlayacagiz. Bu
tamimlar elbette siralanmig smuflar icin de verilebilir. Ancak iki iyi siralanmas
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kiimenin toplam ve ¢garpimlar: her zaman iyi siralanmigken bu iyi siralanmig simiflar
icin genelde dogru degildir. Ne olduklarii ayrica belirtmedigimiz siirece nesnele-
rimizin kiimeler oldugunu yeniden animsatalim.

Sira sayilarinin toplam ve carpimlari sonluétesi tekrarli tanimdan yola
cikilarak tanimlanabilir. Ancak hem gercek geligimi yansitmak hem de
daha fazla sezgisel destek saglamak acisindan bu iglemleri burada boyle
tanmmmlamayacagiz. Her seyden 6nce A = (A, <4) herhangi bir siralanmig
kiime ve i herhangi bir 6ge olsun. A’ := A x {i} kiimesinde < 4/siralamasi
her xz,y € A igin

(,1) <ar (y,i) =z <ay

olarak agiklansm. A’ = (A’, <4/) siralanmig kiimesi A ile egyapihdir: A’ =
A. Bu nedenle egyapilara gore degismez olan kavramlar agiklandiginda .4
yerine herhangi bir A" kullanilabilir. Benzer bir tanimlamay1 A” := {i} x A
kiimesinden yola ¢ikarak A” = A kosulunu saglayan bir A" = (A", <4n)
siralanmisg kiimesi elde edebilirsiniz.

Tanim 2.9.1 A = (A, <) dogrusal siralanmag bir simf ve x,y € A olmak
tizere © < y ise ancak v < z < y kosulunu saglayan bir z € A ddesi yoksa
x dgesi y ogesinin dolaysiz oncilii ve y dgesi ise x ogesinin dolaysiz
ardilidar denir ve y = x’ yanlr. a € A ogesi A sinafinan en kiciik ogest
degilse ve dolaysiz onculi yoksa, a bir limat 6gedir denir. Srs sinifindaki
limit 6gelerin sinafine Lim := {« | v bir limit 6ge} ve A’man limit 6gelerinin
stnafine ise Lim 4 ile gdsterecegiz.

Not 2.9.2 Daha dnce « sira sayisi i¢in o/ = aU{a} olarak acgikladigimiz
dolaysiz ardil kavrami bu tanimla 6rtiigiir. 4 = (A, <) bir dogrusal siralama
oldugundan bir 6genin dolaysiz Onciilii ve dolaysiz ardillar1 varlarsa tek
olarak belirlidirler. A = (A, <) iyi swralanmig ve z € A 6gesi A kiime-
sinin en biyiik 0gesi degilse 2’ dolaysiz ardili vardir ve 2’ = min A* =
min{y € A|x < y}. Baz yazarlar, eger varsa, dolaysiz onciilii olma-
yacagl icin en kiiciik 6geyi de limit 6ge olarak tanimlarlar. Biz 6yle yap-
mayacagiz. Dogrusal siralanmig bir kiimenin 6gelerini bir dogru iizerinde
siraladigimizda herhangi bir 6genin bir limit 6ge oldugunu vurgulamak is-

tersek onun Oniine bir “” yerine bir “” yazacagiz. Ornegin a,b, ¢ dogal
sayilardan farklh ti¢ 6ge olmak iizere A := N U {a,b,c} olsun ve &geleri
0,1,2,...;a,b,colarak siralansin. Boyle bir yazilimdan hemen anlayacagimiz

0<l<2<---5a<b<ec

ve a Ogesinin dolaysiz onciilii olmadigi, dd. bir limit 6ge oldugudur. n > 0
dogal sayisi verilsin. n = {0,1,...n—1} ardil sira sayisiigin | Jn=n—1=
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max n ve w limit sira saysi i¢inse | Jw = w = sup w oldugu apagiktir. Bunlar
tim sira sayilar icin dogrudur. Her « sira sayisi igin:

o bir ardildir < dmaxa/Amaxa=Ja
a bir limit 6gedir <= —-dmaxa

<= dsupaAa=supa=supTa<=a=Ja

oldugunu gormek gercekten cok kolaydir.

Esyap1 dontigstimleri en biiytik, en kiigiik ve limit 6ge kavramlarina sadiktir-
lar, dd. bu tip ogeleri bu tip 6gelere resmederler. Bu nedenle bu tip dgelerde
farklihklar: olan iki siralanmas kiimenin esyapilr olmast séz konusu olamaz!
Bu basit ipucu iyi ig gortir. U

2.9.1 Swalanmis Kumelerin Carpimlar:

Sozliiklerde kelimelerin nasil siralandiklarini biliyoruz. Elimizde a, b, ¢, d, . . .
gibi siralanmig bir abecemiz var. Iki sozciik verildiginde dnce birinei harf-
lere bakariz; birinci harfi 6nce gelen sozciik 6nce yazilir. Birinci harfler ayni
ise ikinci harflere bakariz ve ikinci harfi 6nce olan varsa o 6nce yazilir.
Ikinci harfler de esitse figiincii harfe bakihr vb. ... A = (A,<4) ve B =
(B, <p) iki siralanmig kiime olsun. C := A x B kiimesini ters sozliiksel

diye adlandirilan bir <¢ siralamasiyla siralayacagiz. <o siralamasi her
(a,b), (a’, V) € C i¢in

b<b

b b))
(a7)<C(a7 )<:>{b:blvea/<a//

olarak agiklansin. C := (C, <¢) olmak tizere A ® B := C olarak tammlanir.
A1 =2 Ay ve By =2 By ise A1 @ B1= Ay ® By

oldugu kolayca goriiliir. A ve B dogrusal siralanmiglarsa, dzellikle iyi sira-
lanmiglarsa A ® B carpimim bir dogru tizerinde gorsellegtirebiliriz. A ve
B kiimelerinin égeleri soldan saga kiigiikten biiylige A : ag,a1,a2,... ve
B : by, b1, bs,... olarak siralanmus iseler A ® B carpimi:

(a’07 b0>7 (al') b0)7 (a27 b()), ey (a’07 b1>7 (CLI, b1)7 (a27 bl)? ceey (a(), b2>7 (CLI, b2)7 s

veya

(ao;bQ) (al;bZ) (a2;b2)
(ao,b1) (a1,01) (az,b1)
(a0, bo) (a1,b0) (az,bo)
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olarak gorsellestirelebilir. Tek satirlik gosterimde herhangi bir 6ge kendinin
solundaki her 6geden kesin bliytk, sagindaki her 6gedense kesin kiicuiktiir.
Tablo gosteriminde ise herhangi bir 6ge bulundugu satirin altindaki satirlar-
daki 6gelerden kesin biiytk, tist satirlardaki 6gelerden ise kesin kiicliktiir;
ayni satirdaki farklh iki 6geden ise soldaki 6biirtinden kesin kiigtiktiir.

Aslinda Cantor’un kullandigi resim dogru yorumlanmak koguluyla ¢ok
daha yalindir. Her seyden 6nce Cantor’un sadece dogrusal siralamalar: in-
celedigini belirtelim. B dogrusal siralanmig kiimesinin 6gelerini bir dogru
izerine soldan saga biiyliyecek bigimde yerlestiriniz. Sonra B kiimesinin
her bir 6gesinin yerine, yine soldan saga biiytliyerek siralanmig A dogrusal
siralanmig kiimesinin 6gelerini yaziniz. A kiimesinin farkly yerlerdeki égele-
rine farkl goziyle bakmak koguluyla elde ettigimiz resim A x B’deki <¢
siralamasidir. Cantor anlaminda siralama tiplerine gectigimizde olay daha
da netlegir. Ornegin A = N ve B = 2 = {0,1} dogal siralamalariyla ve-
rilsinler.

A:0,1,2,3,... ve 2:0,1

ve bunlarin siralama tipleri sirasiyla

A:1,1,1,1,... ve 2:1,1
dir?2. Boylece

A®B:0,1,2,3,...:0,1,2,3,... .
B®A:0,1,0,1,0,1,0,1,... .

olur. Siralama tiplerine gectigimizde ise

A9B:1,1,1,1,...;1,1,1,1,...
BoA:1,1,1,1,1,1,1,1,....

A ® B bir limit 6geye sahipken B ® A'min bir limit 6gesi yoktur; dolayisiyla
bu ikisi egyapili olamaz ve siralama tipleri biribirinden farkhidir: A ® B #
B® A. Diger yandan B® A = A oldugu apaciktir (Burada ashnda w + w =
w2 # 2w = w oldugunu géstermis olduk, bkz. Ornekler 2.9.5 (8) ve (9)).

A ve B iyi siralanmiglarsa A ® B de iyi siralanmigtir. A ® B’nin dogrusal
siralanmig oldugu kolayca goriiliir. Biz simdi bogtan farkli her P C A x B
altkiimesinin <o siralamasina gore bir en kii¢iik 6gesinin oldugunu goste-
recegiz. P kiimesinin B iizerine ikinci izdiisiimi olan P” kiimesi, B iyi
siralanmig kiimesinin bogtan farkli bir altkiimesi oldugundan <p ye gore

32Buradaki 1’leri ayurt edilebilir olarak diisiinecegimizi asla unutmayalim.
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bir en kiigiik p” 6gesine sahiptir. P’ := {a € A|(a,p”) € P} kiimesi bogtan
farklidir ve A iyi siralanmig kiimesinde < 4 ya gore bir p’ en kiigiik 6gesine
sahiptir. p = (p/,p”) € P ve bu 6ge P kiimesinin <¢ siralamasina gore en
kiiciik 6gesidir. Dolayisiyla A ® B iyi siralanmigtir.

a-fB:=srs(a®p) (2.9)
sira sayisina « ve (3 sira sayilariin (sirall) ¢arpim denir.
a=srs(A) N B =srs(B) = o =srs(Ax B)

oldugu agikardir. o - 8 yerine ¢ogu zaman kisaca o yazacagiz.

Bu tanmimdan 3 = 0 ise B = (), dolayisiyle Ax () = ) = () x A olur. Bu bize
her « sira sayisi i¢in a0 = O = 0 bagintisin verir. (1, €) yerine kisaca 1
yazarsak A® 1= 1® A4 = A oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla her o sira
sayist icin al = la = a.

A ve B her ikisi de n 6geli sonlu kiimeler ve R ve S bunlar {izerinde
herhangi iki iyi siralama ise tiimevarimla (A, R) = (B, S) oldugu kolayca
goriiliir. o’ nin tanimindan

1(af) = blax B) = g 48

olur. Her k dogal sayisi i¢in gk = k oldugundan her m,n € N i¢gin m xn =
gm x n = f(mn) = mn elde edilir. Dolayisiyla dogal sayilar igin ti¢ carpim
ortustr:

Her m,n € N i¢in mNn=mxn=mn.

Daha acik bir soylemle Neumann dogal sayilari igin onlarin sira sayisi
carpimlari, cokluk sayisi olarak ¢arpimlar: ve Peano carpimlar: ortiigtirler.
Bu nedenle dogal sayilar s6z konusu oldugunda herhangi bir iglemi kullan-
makta sakinca yoktur.

2.9.2  Swa Sayilarin Toplamlar:

Simdi A & B toplamini tanimlayalim. Bunu iki agsamada yapacagiz. Once
AN B = () varsayahm. D = A Ll B olsun ve <p siralamasi A kiimesinde
<4, B kiimesinde ise <p olsun ve her ¢ € A ve her b € B iginse a <p b
olarak aciklansin. Daha acik yazilimla z,y € D olmak {izere

x<AY, r,y €A
T<py:= z<BY, x,y € B
reAveyeB

Bu durumda D := (D, <p) olmak iizere A @ B:=D olarak tanimlanir. A
kiimesi D’de bir baglangigtir, dd. x € A = D, C A. Eger B # () ve
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B dogrusal siralanmig kiimesinin bir b en kiigiik 6gesi varsa A = D, dir.
Simdi AN B # 0 olsun. A’ := A x {0} ve B’ := B x {1} alarak A = A’
ve B = B’ kosullarini saglayan az yukarida betimledigimiz A’, B’ siralanmis
kiimelerine gegelim. §imdi A’N B’ = () oldugundan A® B := A’ @ B’ olarak
tanimlanir. Yine

A1 =2 Ay ve By =2 By ise A1 & B =2 Ay @ By

oldugu kolayca goriiliir. A ve B iyi siralanmiglarsa A®B de iyi siralanmigtir.
Ozellikle « ve g sira sayilar: i¢in a @ 8 iyi siralanmigtir ve

a+ B :=srs(a® B) (2.10)

sira sayisina bu sira sayilarimin (sirall) toplami denir. § # 0 ise « sira
sayist « @ (B sira sayisinda bir uzanti olacagindan a < « + 8 olur. Bunu
tekrar vurgulayarak yazalim:

Vo, B(B# 0= a < a+p). (2.11)

Ayrica
a = srs(A) ve B = srs(B) ise a+ = srs(A @ B)

oldugu agikardir.

A ve B iyi siralanmiglarsa A @ B bir dogru iizerinde 6nce A’min 6geleri
kendi siralarinda onlarin saginda ise B’nin 6gelerini kendi siralarinda yaza-
rak gorsellestirilebilir:

A®B:ag,a1,a0,...,bg,b1,ba,...
«a + f'min tanimindan
Glar+ B) =4l x {0} U B x {1} = hor + 8

elde edilir. Buradan her m,n € N dogal sayilar1 icin m +n = g(m +n) =
qm + tn = m + n elde edilir. Carpma isleminde oldugu gibi

HermneNigmm+Yn=min=m+n

oldugu kolayca goriiliir. Daha acik bir soylemle Neumann dogal sayilar
icin onlarin sira sayisi toplamlari, ¢okluk sayisi olarak toplamlari ve Peano
toplamlar Ortiisiirler.

Uzlagma: Dogal sayilarimiz icin Peano, ¢okluk ve sira sayilar: i¢in top-
lama ve ¢arpma temel islemlerinin ortiigtiigiini gordiik. Ayni seyin iis
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kavrami i¢in de gegerli oldugunu tiimevarimla gostermek kolaydir. Bu
nedenle N'de Peano aritmetigi, ¢okluk (kardinal) aritmetigi ve sirasal
aritmetik ortusirler. Fark sonluotesinde baslar. m,n dogal sayilari
icin bu iglemleri bundan sonra yalin olarak m-+mn, mn ve m” ile gbster-
menin higbir sakincasi yoktur. Bazen boyle yapacagiz.

Not 2.9.3 A® B ve A® B’nin tanimlarinda A ve B 6z sinifiar olabilirler.
Ancak A bir 6z simf ve B # () ise A ve B iyi siral iken A@® B ve A® B
iyi sirali degildirler. Nedeni ise herhangi bir y € B 0gesinin bunlardaki
uzantilarimin kiime degil 6z smif olmasidir. [

P,c; Ai'min Tanimi: 7 = (I, <) dogrusal siralanmig bir kiime olsun
ve her i € I igin A; = (A4;,<;) dogrusal siralanmig kiimeleri verilsin.
Simdi @, ; A; siralanmig toplamin tanimlayacagiz. Cantor’un anlatimiyla
I dogrusal siralanmig kiimesinin 6gelerini bir dogru tizerine yerlestirelim;
sonra her ¢ € I 6gesinin yerine A; dogrusal siralanmig kiimesinin 6gelerini
kendi siralarinda yerlegtirelim. Boylece elde ettigimiz dogrusal siralanmig
kiime A;’lerin sirali toplam olarak aciklanir. Ancak {A;};c; ailesi ayrik
degilse bazi 6geler birden fazla yerde karsimiza ¢ikar. Bu durumda bunlara
farkl goziiyle bakacagiz. Asagida verecegimiz tanim bu resme saglam bir
sekil vermekten ibarettir.

a) {A;}icr bir ayrik aile olsun. A :=| |
siralamasi z,y € A i¢in

e Ai olmak iizere bu kiimede <4

x<Ay:_{ Ji,jelli<jhze A NyecA;
dieI(z,ye Ainz <;y)
olarak aciklansm. Bu durumda @, ; A; := (A4, <4) olarak tanimlanir.

b) {A;}ier ailesi ayrik olmasin. Bu aileden ayrik {A; x {i}}ier = {AL}ier
ailesine ve sonra da bu altbolimiin baginda yaptigimiz gibi A; siralanmis
kiimelerinden kendileriyle egyapili A, = (A}, <!) siralanmg kiimelerine gege-
lim. Simdi @, ; Ai := @, A; olarak tanimlanir.

Aslinda higbir durum irdelemesine gitmeden, verilen aile ayrik olsun ol-
masin dogrudan A’ := | |,.; A; x {i} ve her (z,7), (y,7j) € A" i¢in

. N i<y
i) <a i) ={ 150
olmak tizere @, ; A; = (A’, <) olarak tanimlanabilir. Bu tanim segersek
ailenin ayrik olmasi durumda yukarida (a) sikkinda tanimlanan siralanmig
kiimenin yeni tanimla tanimladigimizla egyapili oldugu kanitlanir. Bizi de
salt bu ilgilendirmektedir.
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Bu tamimlarla A = (A4, <4) ve B = (B, <p) iki dogrusal siralanmig kiime

olmak tlizere
A B= A=A x {1}, <)

beB beB

oldugu apagiktir. Burada (a,b) <p (a/,b) :<= a <4 d.
T ve her bir A; iyi siralanmigsa @, ; A; de iyi siralanmigtir. Bu nedenle
asagidaki tamim anlamlidir.

Tanim 2.9.4 7 = (I, <) wyi swralanmas bir kime ve her i € I i¢in oy bir

s1ra sayist 1se
E Q; 1= STS <@ ai> .

iel i€l

Eger her 7 € I icin a; = srsA; ise elbette

> aj=srs <E|9 AZ)

iel i€l

oldugu asikardir. Yine tanim oOncesi verdigimiz bagintidan dogrudan her
a, B sira sayilari icin
aff = Z Q.

Qe Aimin Tanmmi: 7 = (I, <) iyi siralanmg bir kitme olsun ve her
i € I igin A; = (A;,<;) iyl siralanmig kiimeleri verilsin. I kiimesinin
bogtan farkli her altkiimesinin bir en biiyiik 6gesi olmasi gerekmediginden
P := T],c; Ai carpim uzayinda ters sozliiksel siralama s6z konusu olamaz!
Sozlitksel siralama tamimlanabilir. z = (x;),y = (y;) € P ve x # y olsun.
j =min{i € I |z; # y;} olmak tizere:

T <Y +=>zx; <;Y;

olarak aciklansin.
S

® .Al = (P, < 3)

el
olarak tammlanir. &7, ; A; dogrusal siralanmistir ancak iyi siralanmg ol-
mas1 gerekmez. Ornegin I = N dogal siralamasiyla alinsin ve her n € N icin
A, ={0,1} ve 0 < 1 olsun. a,, € P 6geleri 0 < i < n i¢in a,(i) = 0 ve her
i > n iginse an (i) = 1 olarak agiklansin. Besbelli ki

e <g a2 <g a1 <sag
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ve {a, |n € N} kiimesinin ¢arpim uzaymnda bir minimumu yoktur. Bu ne-
denle sira sayilar icin J[;,c; o; ¢arpiminin tanimini tekrarh tanimlamay:
ogreninceye kadar erteleyecegiz. Orada simdiki tanimla ortiigsecek bigimde
Y icr @i toplamimi da tekrarl tanimlamayla verecegiz.

Simdi biraz 6rnek verelim. N Neumann dogal sayilar1 olmak tizere N :=
(N, <) iyi siralanmig kiimesi i¢in

w = srs(N)

olarak aciklanir. Egyapi nedeniyle sezgisel dogal sayilarda bildiklerimizi
oldugu gibi buraya belirtmeden aktarip kullanacagiz.

Ornek 2.9.5 Orneklerimizde bir « sira sayisini « : ag,di,as,... ola-
rak yazdigimizda kastedilen sudur: o, ogeleri soldan saga biiyiiyerek iyi
siralanmig A = {ag, a1, ag, ...} kilmesinin sira sayisidir. Bu siralamanin €
bagintisi olmasi gerekmez!

1. Bir kiime cok farkli bigimde iyi siralanabilir. Asagida dogal sayilarin
birbiriyle es yapili olmayan bazi iyi siralamalarini verecegiz:

(a) 0,1,2,3,.... En kiiglik 6ge 0, en biiyiik 6ge ve limit 6ge yok.

(b) n,n+1,n+2,...;0,1,...,n— 1. En kiigiikk 6ge n, en biiyiik 6ge
n — 1, limit 6ge bir tane, o da 0.

(c) 0,2,4,...;1,3,5,.... En kiigiik 6ge 0, en biiyiik 6ge yok, tek
limit oge 1.

(d) 0,1,3,5,...;21,213,215,...;221,223,225 .. .. En kiigiik 6ge 0,
en biiyiik 6ge yok, sonsuz tane limit 6ge var, bunlar
21,2223 ..

2. Her k € Nicin daha 6nce t;(n) := k+n ile tanimlanan ¢, dontigiimleri
N’den N, = (Ng, <)’ya bir egyapr doniigiimiidiir. Bu nedenle

srs(Ng) = srs(N) = w. (2.12)
3. n+w=w:0,1,...,n—1,n,n+1,... oldugundan her n dogal sayisi
n =w
icin
ntw %2 srs(n) + srs(Ny) =l srs(n ® Ny,) = srs(N) = w olur.
Boylece
VneNn+w=uw). (2.13)

Bu ornek bize sira saylarinan toplamanda sagdan kisaltma yapama-
yacagumizi 6gretir: o+ =  + v dan genelde o = 3 yazamayiz! 3’te
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yazdigimiz ilk satir bir matematiksel gercegin fotografidir. Bundan
sonra bazi fotograflar verecegiz ve gerekli matematiksel gerekceleri
okuyucu kolayca yazabilir.

4. Her a sira sayisi i¢in 0 = () oldugundan 0 + a = a + 0 = a.

5. 0#n € Nise w < w4 n. Gorsellegtirirsek,

=w n
A A

w<wH+n=nn+1,..:%0,1,...,n— 1.

Dolayisiyla n + w # w + n. Demek ki + iglemi degigmeli degildir.
6. la=a: (0,a9),(0,a1),(0,a2),... = ag,a1,as,...
7. al = a: (ap,0),(a1,0), (az,0),... = ag,a1,as,. ..

8. 2w = w : (0,0),(1,0),...(0,n),(1,n),... = 0,1,...,n,... Benzer
bicimde her n € N i¢in nw = w.

=w =w

9. w2 = w+w : (0,0),(1,0),(2,0)..;%(0,1),(1,1),(2,1),.... Benzer

w®2
bigimde her n € Nigin wn =w+---+w. n > 1 igin nw # wn olur
—_———

n kez
ve ¢arpma iglemi de degismeli degildir. Ayrica (14 1)w = 2w = w #
w2 = w+w = (lw) + (lw). Sagdan dagitma ozelligi yoktur. Buna
kargin tanimlardan dogrudan A® (B@&C) = (A® B) ® (A®C) oldugu
goriiliir. Soldan dagitma ozelligi vardir, dd. her «, 8, sira sayilar

icin (B8 +7) = aB + ay.
10. a+(B+1)=(a+8)+1,

o pol adp 1
— ~ =
ao,al,ag,...,®b0,b1,bg,...,c: agp,a1,02,...,b0,b1,b9,...,8 ¢

Burada ¢ 6gesi kendisinden 6nce gelen tiim 6gelerden farkli herhangi
bir o6gedir.

11. a(B+ 1) = (af) + . Bu agagida verecegimiz daha genel bagimtinin
ozel halidir.

A2 (BaC)=(A®B)® (A®C) esitliginin fotografi agagidaki gibidir:
AzB AgC

(a07b0)7 (al)bO)) ceey (a()vbl)u (a17b1)7 ceey (CLO,CO), ((11,00), ey (CL(),Cl), cee
AR (BaC)
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Bu kadar 6rnek yeterlidir. Simdi dikkatimizi ilk 6rnekteki duruma yogun-
lagtiracagiz ve ardindan ¢okluk sayilarimin tanimina gececegiz. Dogal sayilar:
birbiriyle egyapili olmayacak bi¢cimde sonsuz farkl bi¢cimde iyi siralayabil-
ecegimizi 6grendik. Bunlara karsilik gelen sira sayilari birbirinden farklh
olacaklar, ancak kiime olarak bu farkli sira sayilari ayni giicte olacaklardir!
Tekrarli teoremden w! = w, W™ = w™w kosullarini saglayan tek olarak be-
lirli ve her n € N* igin agiklanmig sira sayilarinin varhigini biliyoruz. Simdi
sira sayilarin kiiciikten bityiige dogru siralayihm. Iste bir baglangic:

0,1,2,..sw,w+1l,w+2,.. ;w2 w2+ 1,w2+2,...5w3,...;
wh, . W W F LW 2, Wt w, s w w2, W W,
4 w w®

2 U
w2, .. wl o wh W oo wY e, e+ L

Burada sayilar biiyiidiikce adimlar1 zorunlu olarak buytttiik. Ayrica

w"

g0 = w”

Bu dizide yazili olan her sira sayisi tami tamina kendinden once ge-
len Ogelerin kiimesidir. w ve ondan sonra gelen bu dizideki yazili tiim
sira sayilarimin giicli w’nin giiciine esittir, dd. Ny’dir. Elbette igsimiz hentiz
go ile bitmedi! g sira sayisina gelinceye kadar oynadigimiz oyunu bu sira
sayisindan baglamak iizere yeniden oynayabiliriz vb. ...

Her « sira sayisi icin

Fy : Srs — Srs, Fp(§) :=a+ & ve
Go : Srs — Srs, Go(€) == af

fonksiyonlarini tanimlayalim. Sira sayilar: arasinda agikladigimiz toplam ve
carpim tanmimlarinin dogrudan sonucu olarak F, ve o > 0 igin G, fonksi-
yonlari

VE,me Srs(§ <n= F,(§) < Fa(n)) ve
V€, n € Srs(§ <n= Ga(§) < Ga(n)) (a>0)

ozelliklerine sahiptirler. Bunun bir sonucu olarak her «,~, A sira sayilari
icin

at+ty<atd<=vy<Avea>0igin ay < al<= v <A (2.14)

e (A) Cikarma : o ve 8 sira saylart ve 5 > « ise tek olarak belirli
bir £ sira sayst B = o+ & olacak bicimde vardar.
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Gergekten de teklik yukaridaki egitsizliklerden cikar. Varlhiksa 8 & a @
(8\«) bagmtisinin sonucudur, § = srs(f\«) alimiz. Tek olarak belirli bu £
sira sayisii —a + 3 ile gosterecegiz®3. Boylece a + (—a + 3) = 3.

Toplama iglemi degismeli olmadigindan

B=a+€ ve f=¢(+a

denklemleri iki farklh denklemdir! 5 > « olmak iizere a + £ = 8 denklemi
daima bir ¢6ziime sahipken ayni sey £+« = 3 denklemi icin gegerli degildir.
Ornegin o bir ardilsa her € icin € + o da bir ardil olacagimdan 3 bir limit
oge ise £ + a = [ denkleminin ¢6zlimii olamaz! Diger yandan £ + o = 8
denkleminin bir ¢éziimii varsa i) « sonlu ise bu ¢dziim tektir, ii) « sonsuzsa
bu denklemin sonsuz tane ¢éztimii vardir.

Gergekten de « sonsuz olsun, dd. o > w. Az 6nce kanitladigimiza gore
w + & = a olacak bicimde bir £ vardir. Her n dogal sayis: icin

nta=n+w+E=n+w)+{=w+&=a,
oldugundan £ + o = 3 ise
E+n)+a=8+nta)=E+a=p

olur, dd. £ bir ¢oziimse & + n de bir ¢oztimdiir!

Simdi « sonlu olsun. v+ 1 = A+ 1 = v = X bagintisindan yola ¢ikarak
E+a=¢&+a= & =¢" oldugu kolayca goriiliir (6dev).

¢ + a = B denkleminin ¢6ziimii varsa bu ¢oziimlerin en kiig¢iigi f — «
olarak gosterilir. Ozellikle £ + 1 = 8 denleminin ¢oziimii varsa tek olarak
belirlidir ve bu ¢éziim 8 — 1, £ + 1 = § — 1 denkleminin ¢6ztimii varsa tek
olarak belirli bu ¢éztim 5 — 2, ... olarak gosterilir.

e (B) Kalanli B6lme : a > 0 ve ¢ swra sayilary verildiginde tek olarak
belirli B,& sira sayilart

(=af+¢§ E<a

olacak bicimde vardar.

Once boyle bir gosterimin varhgm gorelim. o = 1ise ¢ = 1-¢ + 0
isimizi gorir. 1 < « ise, carpmanin tanimindan dogrudan goriilecegi gibi,

33Burada Hausdorff’a uyarak bu ¢oziimii 8 — a olarak degil —a + B olarak gosterdigimize
dikkat ediniz. Gosterimin mantig1 ¢6ziim denklemde yerine kondugunda a ve —a’nin yanyana
diigiip birbirini yok etmesini diisiindiirtmektir.
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a( siralanmig kiimesi ('nin en az bir 6rnegini igerir. Dolayisiyla ( < a(
olur. Bu ise ( sira sayisimin a ’nin bir uzantisi oldugunu soyler. a( 'deki
her uzanti ise,
¢ kez
——
al=srs(adad---)

oldugundan, af + &, £ < «a tipindedir. Dolayisiyla 3, £ sira sayilar1 ( =
af + &, £ < a olacak bicimde vardir.

Simdi boyle bir gosterimin tekligini kamitlayalim. { = af + &, £ < a ve
(=af*+ £ & < aolsun. f < * varsayalim.

(=af+é<afta=a+1)<af’<af"+& =(

ile bir celigkiye ulasiriz. Benzer bigimde 8* < 3 olamayacag goriiliir. g = g*
olmahdir. af + & = af +£* ve (A) ile £ = £* elde edilir.

Problem 2.9.1 Her a sira sayst icin asagrdaki onermeleri kanitlayinaz:
a bir ardildir <= dmaxa Amaxa=a—1=Ja,

a bir limit 6gedir <= —~Imax «

<= dsupaAa=supa =supta <= a=a.

Problem 2.9.2 A ve B dogrusal siralanmislarsa A @ B’nin de dogrusal
siralanmas oldugunu kanitlayinaz.

Problem 2.9.3 A ve B dogrusal siralanmas sinaflarsa AQ B’nin de dogru-
sal swralanmas sinaf oldugunu kanitlayiniz.

Problem 2.9.4 A ve B iyi siralanmag n égeli kimelerse A = B oldugunu
timevarimla kanatlayiniz.

Problem 2.9.5 A dogrusal siralanmas bir sinsf ise her x € A igin A =
A, @ {z} ® A* oldugunu kanitlayinaz.

Problem 2.9.6 A dogrusal siralanmas bir sinsf ve B C A bir baslangic ise
A= B @ (A\B) oldugunu kanitlayiniz.

Problem 2.9.7 Tumevarimla her m,n € w icin m+n = m+Nn oldugunu
kanitlayinaz.

Problem 2.9.8 A= A ve BB ise AQB2XA QB ve AoB=A @B
oldugunu kanatlayiniz.

Problem 2.9.9 < ile dogal sayilarin dogal siralamasini gosterelim. D =
(N, <) iyi swalanmastir ancak D~ := (N, <™ 1) ve A := D ® D~ 'nin dyi
swraly olmadiklaring, D ’nin A’da bir 6z baslangic olmasina karsin bir uzant
olmadigimi gosteriniz.
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Problem 2.9.10 Z ve her bir A; iyi siralanmassa @, ; A; de iyi siralanmas
oldugunu kanatlayiniz.

Problem 2.9.11 V¢,n € Srs({§ <n = a+& < a+mn) vea > 0 ise
Ve, € Srs (€ <n = a& < an) oldugunu kanitlayiniz.

Problem 2.9.12 [, := (0,1) N Q olsun ve her acQ saysini kisaltilmas

bicimleriyle a = % olarak yazalim. < rasyonel sayilar arasindaki dogal

swralamayr gostermek tizere %, %e[r i¢in bir < swralamasing
P P2 P1t+q <p2+q
Qo Q2 P1tqr=p2+qeve < 2

ile tanamlayalim. (I, <) nin iyi stralanmas oldugunu kanatlayiniz.

Problem 2.9.13 A bir sonsuz kiime olsun. A bir kez iyi siralanabilirse
sonsuz farkl bicimde iyi siralanabilecegini gosteriniz.

2.10 IYI SIRALANMIS SINIFLAR

Bir X smifinda yansimasiz, gecisli ve baglantili bir R C X x X ikili bagintisi
verilsin. Bu durumda X = (X, R) dogrusal siralanmigtir. Elbette burada
R de bir smuf olabilir. Y C X altsimfi verildiginde Y = (Y, R|[Y) de
dogrusal siralanmig bir simftir. Ancak biz ) = (Y, R||Y) yerine yalin ola-
rak Y = (Y, R) yazmay1 yegleyecegiz, ézellikle X, := (X, R). X smifinin
dogrusal siralanmig Y altsinifindan s6z ettigimizde kastedilen her zaman
Y = (Y, R||Y) siralanmig sinifi olacaktir! Herhangi bir z € X &gesi i¢in X2
ve Y simiflarinin yerine ¢ogu zaman kisaca X, Y, yazacagiz.

X ve R smiflar olmak iizere X = (X, R) ikilisine, asagidaki kogullar
saglandiginda bir iyi siralanmig simiftir demistik:

1. X = (X, R) dogrusal siralanmigtir,
X smifinin bostan farkli her altkimesinin R
bagintisina gore bir en kiiciik 6gesi vardir.
3. Her z € X igin XF uzantis1 bir kiimedir.

Not 2.10.1 Bu tanimda en beklenmedik kogul 3. kosuldur. Bu bizim
i¢in 6nemlidir. 2. kogulda en kiigiik 6gelerin yalmzca bostan farkli altkime-
ler icin istenmis olmasi bir kisitlama degildir, az ileride bostan farkli her
altsimifin en kiigiik 6gesi oldugunu 6grenecegiz. Biz (Srs, €)’nin iyi siralan-
mus ve gegisli oldugunu 6grendik. Eger Srs bir kiime olsaydi (2.8.12)’dan do-
lay1 bir sira sayisi olurdu; buradan elde edecegimiz Srs € Srsise (2.8.16)(2)
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ile geligir. Dolayisiyla Srs bir 6z sinaftir. SRS := (Srs, €) olsun. Bir an-
lamda bu iyi siralanmig tek 6z siuftir: Her iyi siralanmig 6z sif (Srs, €)
ile egyapilidir, dd. iyi siralanmig 6z siniflar kurami kesin bellidir. Bunu da
bu boliimde kanitlayacagiz. [

Onerme 2.10.2 Iyi suralanmas bir X = (X, <) stnafinan bostan farkly her
altsinifimin bir en kictuk ogesi vardar.

Kamt. ) #Y C X verilsin. Bir y € Y 6gesini keyfi secelim. y = minY’,
dd. y 6gesi Y smifimin en kiiciik 6gesi ise isimiz biter, degilse ) # Y, C X,
olur. Tanmim geregi X, bir kiimedir, dolayisiyla Y, bir kiimedir3* ve tanim
geregi bir y* en kiiciik 6gesi vardir. * = min Y oldugu kolayca goriliir. m

X = (X,<x) ve Y = (Y,<y) iki dogrusal siralanmig simif olmak iizere
F : X — Y fonksiyonuna asagidaki kosulu sagliyorsa yapisaldir veya F
bir yap1 doniigiimiidiir denir:

Vz, 7' € X(z <x 2’ = F(z) <y F(2))

ve bu durumda kisaca F' : X — ) yapisaldir diyecegiz. Bunlara kesin
artan da denir. F' fonksiyonunun bir esyap: dontisimii olmas1 tam da F
fonksiyonunun bir tamesleme, ayrica F' ve F'~! fonksiyonlarinin yapisal ol-
mas1 demektir. Boyle bir durumda, daha once de oldugu gibi

F: X—=Y ve X2y
gosterimlerini kulllanacagiz.
Teorem 2.10.3 X = (X, <) iyi suralanmas bir sinaf olsun.
1. F: X — X yapisalsa her x € X igin x < F(x).
2. Bir tek f: X—X esyapr doniisi vardir, o da f = Ix ézdesligidir.

3. X iyi stralanmag bir Y sinafi ile esyapils ise bir tek F : X—) esyapt
donustimi vardar.

4. X kendisinin bir X, uzantisiyla esyapily olamaz.

Kanit. 1. Savimizin yanls oldugunu varsayalim. O zaman A := {z €
X|F(z) < z} # 0 olur. a := min A olsun((2.10.2)). a € A oldugundan
F(a) < a ve bu nedenle a ve A kiimesinin tanimlarindan tiirit F'(a) ¢ A

34 Aksiyomatik Kiimeler Kurami’na gectigimizde kiimelerin alt simiflarinin da bir kiime
oldugunu garanti eden aksiyomlarimiz olacaktir. Ancak biz su an CKK’da ¢aligiyoruz ve burada
Yy nesnesi X, kiimesinin alt kiimesidir.
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olur. Diger yandan F' yapisal oldugundan F'(a) < a bagitisindan F(F(a)) <
F(a) elde edilir ki bu bize F'(a) € A bagintisin verir ve bir ¢eligkiye ulagiriz.

2. F : X=X egyap: doniigiimii olsun. x € X keyfi verilsin. F' yapisal
oldugundan (1) ile # < F(z). Bu ve F~! yapisal oldugunsa yine (1) ile
F(x) < F7Y(F(x)) = x elde edilir ve bu iki esitsizlikden F(z) = z elde
edilir.

3. F,G : X==Y esyap1 doniisiimleri olsunlar. G~1o F : X =X’ bir esyap1
déniisiimiidiir ve dolayisiyla (2)’den G™! o F = Ix olur. Buise FF = G
demektir.

4. Bir a € X ile F : X=X, olsun. F(a) € X, olacagindan F(a) < a
olur. Diger yandan F' : X — X yapisal oldugundan (1) ile a < F(a
olmalidir ki bu bir 6nceki egitsizikle celigir ve igimiz biter. m

Teorem 2.10.4 Her iyi siralanmus 6z sinaf SRS = (Srs, €) ile esyapilidar,
dd. iyi siralanmas 6z symflar kurama kesin bellidir.

Kanit. Yazimi yalinlagtirmak i¢in Y := Srs ve Y = (Y, €) = (Srs, €
) yazalim. X = (X, <) bir iyi siralanmig 6z simif olsun. Her x € X igin
X, iyi siralanmig bir kiime oldugundan, tek olarak belirli bir « sira sayisi
Xz = (o, €) olacak bicimde vardir. Dolayisiyla F'(z) := « ile bir F': X —
Y fonksiyonu tammlanir ve bu fonksiyon birebirdir. Gergekten de F'(x) =
F(y) ve z # y oldugunu varsayalim ve gbk. x < y olsun. Bu durumda
Xy =2 Xy = (Xy), ve bu (2.10.3)(4) ile celigir! F' birebir oldugundan F' :
X 2 resF bir tameslemedir.

x € X keyfi verilsin ve « := F'(x) olsun. Tanim geregi bir f, : Xy—a =
YV, esyapi doniisiimii vardir. z € X, keyfi verilsin. z < x oldugundan g :=
f2(2) € ave fo|(Xz)z: (Xp):—(Va)p olur. Ancak (X;), = X, ve (Va)g =
Vg = 8 oldugunu gozetirsek X, = Vg olur ve biz § = F'(z) elde ederiz. Sira
sayilar i¢in 5 € o tam da 8 < « demek oldugundan F(z) < F(z) olur ve
F yapisaldir. Yine bu irdeleme a, 3 € resF ve 8 < aise F~}(a) < F~1(3)
oldugunu da gosterir.

Simdi « € resF, € Y ve f < «a olsun. € a olacagmmdan o = F(x)
ve fo 1 XAp—Yq ise bir z < z ile B := f,(z) olur ve yukanda F(z) = 3
oldugunu o6grendik. Boylece 8 € resF', dolayisiyla resF smifi Y = Srs
sinifinda bir baslangictir. Srs’nin 6z baslangiclar1 uzanti ve dolayisiyla
kiime oldugundan bir 6z smifla esgii¢lii olan resF' snifi Srs simifinin 6z
baglangici olamaz ve resF = Srs olmak zorundadir. Boylece F' : X—Srs.
]

Teorem 2.10.5 (Neumann Cokmesi) Her iyi siralanmis X = (X, <
) swnafy tek olarak belirli iyi swralanmas gecisli bir Y = (Y, €) sinafi ile
esyapilrdar.
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Kanit. X =(X, <) iyi siralanmig bir simif olsun. X bir kiime oldugunda
sav (2.8.23)’te kamtlandi. Simdi X bir 6z smuf olsun. Teorem (2.10.4)’ten
dolay1 X = (Srs,€). Simdi X = Y = (Y,€) ve Y gegisli ise Y = Srs
oldugunu kanitlayalim. F' : (Y, €)—(Srs, €) fonksiyonu (2.10.4)’tin kani-
tindaki fonksiyon olsun. Her y € Y i¢in Y= kiimesi de gecisli ve (Y5, €) iyi
sirali oldugundan (2.8.12)’den dolay1 (Y5, €) bir sira sayisidir. Y= kiime
oldugundan y 6gesinin Y 6z simfinda bir 3 dolaysiz ardih vardir. (Y;, €)
de bir sira sayist oldugundan y € Y;f, de bir sira sayisidir ve (2.8.11)(4)’ten
dolay1 y = Y,7’dur. Bu nedenle F(y) = y olmak zorundadir ve (Y, €) =
(Srs,€) olur. m

Teorem 2.10.6 X = (X, <) ve Y = (Y, <) iki tyi siralanmus simf iseler
su u¢ durumdan birt ve ancak biri gecerlidir:

1. X =Y.
2. yeY X =),

3. JreX X, =)

Kanit. (2.10.3)(4)’ten dolay1 bu giklar birbirini diglarlar. Geriye bunlar-
dan en az birinin dogru oldugunu kamitlamak kaliyor.

X ve Y kiime iseler (2.8.19)’da kanitlandi. Her ikisi de 6z simfsalar X' =
SRS =2 Y. Bunlardan biri, 6rnegin X kiime ve digeri, 6rnegimizde Y bir 6z
sinifsa X’ bir « sira sayisiyla egyapilidir. Ancak « sira sayist SRS siralanmig
smifindaki kendi uzantisina esittir, dd. a = (SRS), ve bir y € Y ile X =
a=(SRS)a = Vy.

[Tkinci Kamt: F = {(z,y) € X x Y | X, = Y} olsun. (2.10.3)(4)’ten
dolayr her x € tanF i¢in (z,y) € F kosulunu saglayan bir tek y vardir,
boylece F' : tanF — Y. Yine ayni nedenden dolayi her y € resF icin
(z,y) € F kogulunu saglayan bir tek x 6gesi vardir. Bu nedenle F' birebirdir,
dolaysiyla F' : tanF & resF bir tameglemedir. Simdi tanF sinfinin X’de
bir baglangi¢ oldugunu gosterecegiz. x € tanF keyfi verilsin ve y := F(x)
olsun. Tanim geregi bir f, : X;—)), esyap1 doniigiimii vardir. z € X, keyfi
verilsin. z < z oldugundan w := f3(2) < y ve fu|(Xz): @ (A2):—(Vy)w
olur. Ancak (&), = & ve (Vy)w = Vw oldugunu goézetirsek X, = ), olur
ve biz z € tanF ve w = F(z) elde ederiz. Boylece bir yandan tanF
siifinin bir baglangi¢ oldugunu, diger yandan F' fonksiyonunun yapisal
oldugunu da kanitlamig olduk. Tiim irdelemelerimizde X ve )’nin rolleri
simetrik oldugundan resF = tanF~! simfi Y smifinda bir baslangictir ve
F~! fonksiyonu da yapisaldir. Sonucta F : (tanF, <)—(resF, <) esyap1
dontisimiidiir.



2.11 SIRALAMA TOPOLOJISI VE NORMAL FONKSIYONLAR 173

Geriye tanF ve resF simiflarinin ikisinin birden 6z baglangiclar, dd. uzan-
tilar olamayacagin kanitlamak kaliyor. Bir an i¢in tanf’ = X, ve resF' =Y,
oldugunu varsayalim. Uzant1 tammmindan = ¢ tanF ve y ¢ resF. Diger
yandan az 6nce F : X;—), oldugunu kamtladik. Tamim geregi (z,y) € F
ve bir celigkiye ulagtik!]. m

2.11 SIRALAMA TOPOLOJISI VE
NORMAL FONKSITYONLAR

Her ne kadar okuyucunun temel topolojik kavramlar: bildigini diigiiniiyorsak ve
burada bizi ilgilendiren kavramlar topolojiye girmeden verilebilir olsalar da bu-
rada once bizi ilgilendiren temel topolojik kavramlar: verecegiz. Boylece burada
aciklayacagimiz kavramlar topoloji bilgisi olan okuyucular ig¢in daha iyi izlenebilir
olacaklardir.

X herhangi bir kiime olsun. X kiimesinde bir topoloji tanim geregince
agagidaki kogullar1 saglayan bir 7 C P(X) kiimesidir:

1. 0,XeT.
2. UVeT=UNVeT.
3. ACT=UAeT.

T, X ftizerinde bir topoloji olmak iizere (X,7T) ikilisine bir topolojik
uzay , 7 'nin 6gelerine bu uzaymn acgik kiimeleri , bunlarin X teki tiimle-
yenlerine ise bu uzayin kapali kiimeleri denir. Topoloji aksiyomlarinda
tiimleyenlere gecilerek kapali kiimelere iligkin aksiyomlar elde edilir: i) () ve
X kapali kiimelerdir, ii) A ve B kapali kiimelerse AU B de kapali kiimedir,
iii) K kapali kiimelerin bir ailesi ise [|K de kapaldir; burada (0 = X
alinacaktir. Bir A C X altkiimesi verildiginde bunun tiim agik altkiimele-
rinin birlegimi A° ile gosterilir ve A’'nmin igi olarak adlandirilir. A kiimesini
iceren kapali kiimelerin arakesiti ise A ile gosterilir ve A'min kapanisi ola-
rak adlandirilir. C bagintisina gore A°, A’nin altkiimesi olan en biiyiik agik
kiime, A ise A kiimesini kapsayan en kiiciik kapal kiimedir. 74 := ANT ise
A kiimesinde bir topolojidir ve buna 7 ’nin A kiimesindeki izi veya A kiime-
sinin goreli topolojisi denir. Bir (X, 7") topolojik uzaymin herhangi bir A
kiimesini, bagka bir aciklama yapilmadig: siirece daima T4 ile ele alacagiz.

(X, T) topolojik uzay1 ve bir B C T ailesi verilsin. Her U € T acik kiimesi
bir C C B’nin birlesimi, dd. U = |JC olarak elde edilebiliyorsa B ailesi T
topolojisinin bir bazidir denir. Bir § C T ailesine ait kiimelerin sonlu ara-
kesitlerinin ailesi 7 igin bir baz ise S ailesi T topolojisi i¢in bir altbazdir

denir. Bir x € X noktas1 ve bir K C X altkiimesi verilsin. x € U C K
olacak bigimde bir U € T bulunuyorsa K kiimesine x noktasinin 7 topo-
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lojisine gore bir komsgulugudur denir. x noktasinin 7 topolojisine gore
komsuluklarinin kiimesini ICZ; veya s6z konusu 7T belli oldugunda kisaca
K ile gosterelim. Bir B, C IC, ailesine her K € K, icin B C K olacak
bigimde bir B € B, bulunabiliyorsa x noktasi i¢in bir komsuluk bazidir
denir. Bir topolojik uzayin farkl iki noktasi nasil verilirse verilsin bunlarin
ayrik komsuluklar1 bulunabiliyorsa uzayimiz bir Ty veya bir Hausdorff
uzayidir denir.

(X, T) topolojik uzay1 ve z € X noktast verilsin. {} bir agik kiimeyse
ve ancak bu durumda x noktasi topolojik uzayimizin bir ayrik noktasidir
diyecegiz. Uzayimizin ayrik olmayan noktalarina limit veya yigilma nok-
talar1 denir. Bir A C X altkiimesinin ayrik veya yigilma noktalar1 tanim
geregince (A, T4) uzaymin ayrik ve yigilma noktalaridir. Boylece

x, A kiimesinin ayrik noktasidir <= 3K € £, AN K = {z}.

x, A kiimesinin yigilma noktasidir. <= VK € K, (A\{z}) N K # 0.
x noktasinin A kiimesinin yigilma noktasi olmasi icin gerek ve yeter kogulun
z € A\{z} oldugunu okuyucu kolayca gosterebilir. A kiimesinin yigilma
noktalarinin kiimesi A’ ile gosterilir ve A kiimesinin (birinci) tiirevi olarak
adlandirilir. A C B ise A’ C B’ oldugu asikardir. A = AU A’ oldugu kolayca
goriilebilecek bir topolojik gercgektir.

(X, T),(X*, T*) iki topolojik uzay, = € X ve f : X — X* bir fonksiyon
olsun.

1. f fonksiyonu ((T — T*)-) siireklidir :<= YU € T* f~[U] € T.

2. f fonksiyonu = noktasmda ((7 — 77)-) siireklidir <= VK* €

Ko 3K € KT fK] C K*.

Bir noktadaki siireklilik taniminda K* kiimelerini f(x) noktasinin bir
komguluk bazindan segmek yeterlidir. f fonksiyonun siirekli olmasi igin ge-
rek ve yeter kosul her x € X noktasinda siirekli olmasidir. Ayrica her f
fonksiyonu her ayrik noktada stireklidir.

Siralama Topolojisi. Herhangi bir (X, <) dogrusal siralanmig kiimesi
verilsin. X iizerinde { X, },e xU{ X" },cx sisteminin bir altbaz olarak tanim-
ladig1 75 topolojisine (X, <) dogrusal siralanmig kiimesinin siralama topo-
lojisi denir. X, ve X7 yerine sirasiyla (<, x) ve (z,—) yazalim. Ayrica
a,be X vea<bise

(a,b) = X'NXy,={x € X|a<z<b}
b) :={r € X|a <z <b}

| :={z € X|a<x<b},
| :={zr € X|a<x <0}
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olsun. Buradaki (a,b) araligimn (a,b) sirali ikisiyle karigtirilmayacagin
umuyoruz. Ozel olarak X = R ve < onun dogal siralamasi ise siralama
topolojisi dogal topolojiyle ortiisiir.

Uzlagma: Bundan sonra 2 ile ya bir sira sayisi1 ya da Srs kastedilsin.
Her sira sayisi iyi siralanmig oldugundan bir siralama topolojisine sahiptir.
Her sira sayisini, bagka tiirlii belirtilmedikce € bagintisindan kaynaklanan
siralama topolojisiyle ele alacagiz. Gergi Srs bir kiime olmadigindan ondan
topolojik uzay olarak soz edemeyecegiz. Yine de onun tizerinde bir siralama
topolojisi verildigini diiglinmenin bir sakincast yoktur. Ciinkii bir « € Srs
olmak iizere f : a — Srs tipinde fonksiyonlarla ilgilecegiz. Bu durumda
resf C B olacak bicimde bir g sira sayist bulunabilir. Bu durumda f fonk-
siyonun stirekliliginden anlamak istedigimiz tam da f : « — (8 fonksiyo-
nunun stirekliliginden bagkas1 degildir.

Bizi daha ¢ok sira sayilarinin siralama topolojisi ilgilendirecektir. Burada
ise durum gok basittir. 5 € Q bir ardil nokta ise {5} = («, f+1)N(S—1,—)
olacagindan /8 noktas: €2’da bir ayrik noktadir. {0} = (+—,1) oldugundan 0
noktasi da bir ayrik noktadir. Siireklilik baglaminda sadece limit noktalara
bakmak yeterli olacaktir. Simdi A € Q bir limit nokta olsun. A + 1 € € ise
her o < X igin (o, \] = (a, A+ 1) eger Q = A+ 1 ise ’da (o, =) = (, \]
oldugundan By = {(«, \] | @ < A} ailesi A i¢in bir komsuluk bazidir. Srs’de
agiklanan siralama topolojisi 1g181nda bir A C Q altsimifi ve bir A # 0 sira
say1si icin agagidakiler apagiktir:

e \, A'nin bir yigelma (limit) noktasidir <= VE < A3p e A& < pu < A
e )\, Srs’nin bir yigrlma noktasidir <= A bir limit sira sayisidir.

e A Q’da kapalidir <= X\ € Q, A'nin yigilma noktasi ise A € A.

Topolojik bilgisi olan okuyucular i¢in bu li¢ 6nerme siralama topolojisinin
basit sonuclaridirlar. Hic topoloji bilmeyen bir okuyucu ise yukarida topo-
lojik uzaylar icin soylenen her gseyi unutabilir ve bu ii¢ 6nermeyi sol yandaki
kavramlarin tamimi olarak alabilir. Eger bu yolu izliyorsaniz yine kolayca
kapal kiimeler aksiyomlarinin saglandigin gosterebilirsiniz. Ag, ile A kiime-
sinin  sifindaki y1g1lma noktalarimn siifinmi gésterirsek Af, ve A := AUA,
kiimeleri 2’da kaphdirlar.

Ornegin Q = w2 topolojik uzaymin w noktas1 digindaki tiim noktalar:
ayriktir. Ayrica w kiimesinin w2’de bir yigilma noktas1 vardir ve bu w’dir.
w ¢ w oldugundan w kiimesi w2 uzayinda kapali degildir.

A C Srs sira sayilarimn en biyik 6gesi olmayan bir altkiimesi ise A :=
sup A sira sayis1 A kiimesinin bir yigilma (=limit) noktasidir ve bazen A =:
lim A ile de gosterilir.
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Tanim 2.11.1 X bir sira sayist ve A bir sinaf olmak tizere bir f : A — A
doniisimiine A’da bir \-dizisi denir. f dizisi genelde (f(§))e<n veya ag :=
f(&) olmak tizere daha yaln olarak (a¢)e¢<y ile gosterilir. X < w ise f dizisi
sonludur , A\ > w ise f dizisi sonludtesidir denir.

Geleneksel matematikdeki dizilerimiz w—dizileridir ve biz onlari (ap)n<y
yerine (a,)nen olarak gostermeye aligmigizdir.

Tamm 2.11.2 X bir limit sira sayise ve (f(£))ewr = (q¢)e< ise sira sayla-
rinen bir A—dizisi olsun. Asagidaki kosul saglandiginda o sira sayisina bu
dizinin bir limitidir denir ve o = limecy f(§) veya o = limecy ag ile
gosterilir:

V< ado <AV (o <{< A= f<as < a).
Bu durumda genelde a yerine oy yazmain yegleyecegiz.

a € (2 ve her ag € (2 olmak tizere

a=lim f(§) <= VK € K, 3o < A(f[(0,N)] € K)

E<A

olur ki bu tam da (a§)§<“,\ dizisinin € topolojik uzaymnda « noktasina
yakinsak olmasi demektir. Ozel olarak f = I 6zdeslik doniigtimiinii segersek
(£)e<n dizisi yakimsaktir ve X = limgoy €.

Tamm 2.11.3 X,y € Lim, ve (ag)e<n bir A—dizisi olsun. g : v — A
kesin artan ve limy <~ g(0) = X ise (ag(0))o<y dizisine (ag)e<n dizisinin bir
altdizisi denir. Bu altdiziyi & = g(o) olmak iizere genelde (ag,)o<~ ile
gosterecegiz.

Her seyden 6nce 2 iyi sirali oldugundan siralama topolojisi Hausdorff'tur.
Bu nedenle bir dizinin bir « limiti varsa bu limit tek olarak belirlidir. A\ bir
limit sira sayisi olmak tizere f : A — Srs dizimiz kesin artansa (dd. f

yapisalsa) f[A] = {f(£)|& < A} kiimesinin biiyiik 6gesi yoktur, (f(§))e<r
dizisi yakinsaktir ve

lim £(§) = sup FN] = sup{ £() | € < A} = | £().

E<A

Onerme 2.11.4 « bir sura sayrst ve f: o —> Srs verilsin. f fonksiyonun
surekly olmast tam da her A € a limit sira sayist i¢in

f(A) = lim f(§) = sup f[A]

E<A
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olmasidir; A = limg ) § oldugunu goz oniinde tutarsak bu

fim &) = lim f(£)

E<A E<A

demektir.
Kanit. Dogrudan tanimlardan cikar. m

Onerme 2.11.5 Ay € Lim, A€ Q, ve f:Q —> Srs olsun.
1. o =limeoy a¢ ise her (og, )o<ry altdizisi i¢in o = limy <y g, .
2. f fonksiyonu X'da strekli ise f(\) = f(lim&,) = limy<ry f(&5).

Kanit. Dogrudan tanimlardan ¢ikarlar (6dev). m

A sira sayilarinin en biiyilik 6gesi olmayan bir kiimesi ise \ := srs(A4, <)
bir limit sira sayisidir. Bu durumda biz bir f : A 2 A tameslemesiyle
ag := f(&) olmak iizere A kiimesinin égelerini a¢ < oy <= £ < 7 olacak
bicimde siralayabiliriz. Bu durumda sup A = lim A yerine lim¢oy a¢ de
yazacagiz. Bu tanimlarla 6rnegin her m € N’igin lim,,«,, 2"n = w olur.

Tanim 2.11.6 Q = Srs veya 2 = « € Srs bir sira sayist olmak tzere bir
F:(Q,€) — (Srs,€) doniisimi verilsin. F' fonksiyonu yapisal, dd. kesin
artan ve strekli ise ve ancak bu durumda normaldir denir.

Acik bir bicimde yazarsak:
)A€ QN Lim ise F(\) =sup{F(&) & < \}
i) Va,f € Q(a< = F(a) < F(B))

Not 2.11.7 Kiimeler kurami kitaplarinin bir kismi topolojiye hig girmez.
Bu durumda yukarida sag taraftaki ilk kogul F' fonksiyonunun stirekliliginin
tanama olarak alimir. F' tanimdaki gibi bir fonksiyon ve A € € bir limit
6ge olsun. «, 8 sira sayllart A € a ve F[a] C 8 olacak bigimde segilsinler
(bu her zaman olasidir). a ve (8 sira sayilar1 € siralamasindan kaynakla-
nan siralama topolojileriyle alinsinlar. F' fonksiyonun A’da siirekli olmasi
Fla : a — [’nin siralama topolojilerine gore A'da siirekli olmasiyla es
anlamhdir. Ardil 6geler ise siralama topolojisinde ayrik olduklarindan yu-
karidaki kogul siirekliligin tanimi olarak secilse de F' fonksiyonun siirekli
olmasi F|a : @« — [’'nin siralama topolojilerine gore siirekli olmasiyla es
anlamhidir. [J

Bir sonraki boéliimden 6rnegin (2.12.2) teoremini 6diing alarak asagidaki
teoremi kanitlayacagiz.

F normaldir <= {

Onerme 2.11.8 F : Srs —s Srs siirekli fonksiyonun normal olmasu igin
gerek ve yeter kosul her o € Srs igin F(a) < F(a+ 1) olmasidar.
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Kanit. Bir yon asikar. Simdi 6lciit saglansin. 8 keyfi verilsin ve X? =
{7v|B < 7} iyi siralanmig simifinda

Vy e XPF(B) < F(7)

oldugunu ~ fizerinden sonludtesi tiimevarimla kamtlayacagiz. min X =
B+ 1 icin sav olciit geregi dogrudur. Simdi sav « i¢in dogru ise bir yandan
F(B) < F(v), diger yandan ol¢iit geregi F(vy) < F(y + 1) olacagindan
F(B) < F(y+ 1) elde edilir ve sav v + 1 i¢in de dogru olur. Simdi v € X”
bir limit 6ge ve her 8 < £ < 7 igin F(B) < F(§) olsun. Bu durumda

F(B) <sup{F(§)| 5 <& <~} <sup{F(§)[§ <} = F(v)

olur (son esitlik F siirekli oldugundan dogrudur). m

Teorem 2.11.9 Sabit Nokta Teoremi: F' : Srs —> Srs normalse iste-
nildigi kadar biiyuk sabit noktalar, varder, dd.

Va3 (8 = aAF(B) = p).

Kanit. Her seyden 6nce (2.10.3)1.’den Vo F(a) > . Simdi « keyfi ve-
rilsin. Bir (o )n<w dizisi tekrarh tammlamayla ag = o ve ap11 = F(ay)
olacak bicimde tanimlansim. o = oy = a3 ise F(a) = a olacagindan igimiz
biter. Eger ag < o ise ap < ag < aig < -+ olur. ay, := sup{a, |n € w} =
limy, <., o, Olsun. o, > « apaciktir. F' siirekli oldugundan

F(ay) = F(lim ay) = lim F(ay,) =
n<w n<w
lim o191 = sup{ap+1|n € w} = ay
n<w

olur ((n+1)n<w dizisi (ap)n<w dizisinin bir altdizisidir!). m

Not 2.11.10 Bagka tiirli dile getirildiginde sabit nokta teoremi inanilma-
s1 zor bir gseyi ifade eder. Srs hem zaman ekseni hem de koordinat ekseni ola-
rak diigiiniildiigiinde, normal F' : Srs — Srs doniigiimlerine F'(0) baglangic
noktasindan ileriye dogru kosan yarigcilar gozii ile bakabiliriz. Kuskusuz
bu kosucularin en yavasg kosani I 6zdeslik kosucusu olacaktir. Bu yorumla
sabit nokta teoremi goyle de ifade edilebilir: F' yariga nereden baglamig ve
ne kadar hizli kosuyor olursa olsun en yavasg kosucumuz olan I kosucusu,
« zamanini nasil verirseniz veriniz, bir § > « aminda F’yi yakalar, dd.

F(B)=f=1(8) D

F, : Srs — Srs (£~ p+&) ve G, : Srs — Srs (€ ~» p&) fonksiyon-
larinin normal fonksiyonlar oldugunu kanitlayacagiz.
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Teorem 2.11.11 X bir limit sira sayist, (og)e<r kesin artan bir A\—dizisi
olmak tzere her p sira sayist i¢in

1. lim§<>\(,u + Oég) =u+ lim§<>\ Qg, dd. lim§<>\ Fu(ag) = Fu(lim§<)\ Oég),
2. limeoy pog = - limeoy o, dd. limeoy Gpu(ag) = Gu(limeay ag).

Ozel olarak ag = § abmdiginda her X limit 6gesi i¢in

P A=+ Uﬁ—hm(wi)—gup(wrf) U@+ ve

<A E<A
pA = p- Uf—hmuf)—supué—UM{
£<A £<A £<A

elde edilir.

Sonug: F, ve 1 > 0 ise G, fonksiyonlar, normal fonksiyonlardur.

Kamt. (a¢)e<y dizisi kesin artan oldugundan tek olarak belirli bir limiti
vardir ve bunu a)y ile gosterelim. vy sira sayisi {ag¢ |{ < A} kiimesinin 6z
st siirlarimin en kii¢ligii oldugundan her § < A igin ag < a.

1. Bu (2.14) ile birlikte her £ < X igin p + o¢ < p + a) bagmtisim
verir. Demek ki p + o sira sayist A = {4+ ag|§ < A} kiimesinin bir
0z st smiridir. Simdi ise bu saymin bu kiimenin 6z st sinirlarinin en
kiigligii oldugunu gorelim. Simdi ~ sira sayist her ¢ € A i¢in ¢ < - kogulunu
saglasm. Ozellikle ~ > p olacagindan bir « sira sayisi ile v = p + « olur.
Boylece her £ < A igin p + a > pu + ag, buradan da £ < A i¢in a > a¢ elde
edilir. Bu ise bize o > ay, ardindan da v = g+ a > p + «), esitsizligini
verir. Boylece ary = sup A = lim A olur.

2. 11 = 0 dcin sav agikar. p > 0 olsun. B = {uag | £ < A} olmak iizere her
B € Bigin 5 < pay oldugu (2.14) ile kolayca goriiliir. Simdi her 5 € B igin
B < ¢ olsun. Kalanh bolme ile «, o sira sayilar1 ( = pa + 0, 0 < p olacak
bigimde bulunurlar. Simdi

pag < (= pa+o < pa+p=pla+1)

esitsizliginden, yine (2.14) ile her £ < X i¢in a¢ < o + 1, dolayisiyla oy <
a + 1 elde edilir. Ancak «) bir limit 6ge oldugundan esitlik s6z konusu
olamaz; boylece ay < a+1, buradan da o < « elde edilir. Buradan (2.14)
ile pog < pay < pa < ¢ elde edilir. Bu ise bize pay = lim B = lime oy
esitliklerini verir. m

F, ve G, fonksiyonlarinin temel 6zellikleri gunlardir:
F,(0) = a, Gq.(0)=0
Fo(B+1) =Fa(B) + 1, Go(B+1) =Ga(B) +
Fa()‘> :U,8<)\Fa(ﬁ)a A € Lim, Ga()‘) :Uﬁ<>\Ga(ﬁ)a A € Lim
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Bu 6zellikleri bir kez de F,(8) ve Go(5) yerine a + 5 ve off yazarak sirala-
yalim:
at+(f+1)=(a+p)+1, a(f+1)=af +a,

Not 2.11.12 Izledigimiz yol dolayisiyla kanitladigimiz bu sonuclar genel-
de, bir sonraki boliimde 6grenecegimiz tekrarli teorem bazinda sira sayilari-
nin toplam ve ¢arpiminin tanimi olarak alinir. Biz toplam ve ¢arpimin sez-
gisel kaynagindan yola ¢iktik. Ancak Aksiyomatik Kiimeler Kuraminda bu
ozelliklere sahip olan fonksiyonlardan yola ¢ikmamizda bir sakinca yoktur.
Clinkii bir sonraki boliimde bu 6zellige sahip fonksiyonlarin varligini ve
tekligini kanitlayacagiz. [

Problem 2.11.1 Her a swra sayistmn siralama topolojisiyle bir Hausdorff
uzayr oldugunu kanitlayiniz.

Problem 2.11.2 « topolojik uzayinda her B € a i¢in {(o, 5] |0 < B} aile-
sinin B noktasinin bir komsuluk bazi oldugunu kanstlayiniz.

Problem 2.11.3 Herhangi bir X topolojik uzaymnda bir A C X kiimesi
icin A= AU A’ oldugunu kanatlayinaz.

Problem 2.11.4 Agagidaki énermeleri kanitlayinaz:
1. X, A’mn bir yagilma (limit) noktasidir <= V§ < AXp € A < pu < A,
2. X\, Srs’nin bir ypgilma noktasidir <= X\ bir limit sira sayisidar.
3. A, Q’da kapalidir <= X\ € Q, A’nan ygelma noktass ise \ € A.

Problem 2.11.5 (2.11.4)%in kanstine veriniz.

Problem 2.11.6 (2.11.5)%n kanitini veriniz.

2.12 SONLU OTESI TUMEVARIM VE TEKRARLI
TEOREM

Bu boliimde tiim matematik i¢in son derece énemli sonludtesi tiimevarim ilkesini
ve onunla iligkili olarak tekrarli teoremi, tekrarli tanimlama ve tekrarli se¢meyi
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ogrenecegiz. Burada verdigimiz kanitlar oldugu gibi aksiyomatik kurama aktarila-
bilecegi icin onlar1 daha bagtan siniflar igin formiile edecegiz. Bu boliimde kanitla-
digimiz tiim teoremlerde U yerine herhangi bir bagka siif alinabilecegini bolim
(I1.3)’teki irdelemelerle gorebilirsiniz.

Her n sezgisel dogal sayisi i¢in 1 (n) 6nermesinin kanitlamak istedigimiz-
de, savundugumuz sey A := {n € N|¢(n)} olmak iizere A = N oldugudur.
Peano aksiyomlarindan tiimevarim ilkesi yardimiyla su iki iglemi yapmak
yeterlidir:

e TVI: 0 € A, d.d ¥(0) 6nermesinin dogru oldugu gosterilir.

e TVII: Herhangi birn € Nigimn € A = n+1 =n' € A oldugu
gosterilir, dd. ¢(n) dogru varsayildiginda n’ dolaysiz ardili igin ¢ (n')’in
dogru oldugu kanitlanir.

Bu iki adimi (N, <) iyi siralanmig kiimesinin siralama 6zellikleri tiirtinden
dile getirirsek su sekli alirlar:

e TVI: N kiimesinin en kiiciik 6gesi A kiimesindedir.

e TVII: Herhangi bir n € N 6gesi A kiimesindeyse n’ dolaysiz ardih
da A’dadir.

Simdi X = (X, <) iyi siralanmig sinifinin bir A C X altsimifi verilsin ve
biz A = X oldugunu kanitlamak isteyelim. Bu iki adimi buraya tagirsak
asgidaki iki adimi elde ederiz:

e TVI: X siralanmig simifinin en kiigiik 6gesi A’dadr.

e TVII: Herhangi bir x € X 6gesi A’da ise ve X iyi siralanmig sinifinin
en biiyiik 6gesi degilse® 2/ dolaysiz ardili da A’dadir.

Ancak bunun dogru bir genelleme olmadigini gérmek son derece kolaydir.
X = N olsun, ancak

0,1,3,5,...;2-1,2-3,2-5,...;22.1,22.3,22.5,...;2%.1,2%.3,2% .5,...
olarak iyi siralansin. Yy := {0,1,3,5,...} ve n > 1 i¢in Y;, := Xon altkiimesi

2" limit 6gesinin X kiimesindeki uzantisi olsun. Her Y, bu iki kogsulu saglar,

35N dogal sayilar kiimesinin en biiyiik 6gesi olmadigi i¢in bu ek kosul orada gereksizdir ama
herhangi bir iyi siralanmis kiimeye gecildiginde en biiylik 6gesi olabileceginden bu ek kosul zo-
runludur.



182 2. CANTOR KUMELER KURAMI

ancak bu kiimeler hem kendi aralarinda farklidirlar hem de Y,, # X! N ve
X iyi siralanmig kiimelerdir, fakat aralarinda temel bir fark vardir. N’ de hig
limit 6ge yokken X kiimesinde limit 6geler vardir: 2,22,23 ... . X kiime-
sinde en kiiclik 6geden yola cikip siirekli dolaysiz ardillar alirsak Yy kiime-
sinin biitiin 6gelerine ulagiriz, ancak 2 limit 6gesini asla elde edemeyiz.
Oyleyse limit 6geleri de verecek bir iiciincii kogula gereksinimiz vardir ve
bu agagidaki gibidir:

e TVIIL: x € X bir limit 6ge ve ondan 6nce gelen tiim Ogeler A
siifindaysa z 6gesi de A simifindadir.

Gergekten de bunun yeterli oldugunu gorecegiz. Ancak bu iig kogula
egdeger ve simdiye kadar defalarca kullandigimiz bir yontem var: “En kii-
citk 6ge celigkisi yéntemi”. Iyi siralanmig X simfinm dgelerine iliskin
1 (x) 6nermesi verilsin ve biz bu 6nermenini tiim X simifinda dogru, dd. A :=
{z € X|¢Y(z)} = X oldugunu kanitlamak isteyelim. A # X oldugunu
varsayar ve buradan bir celigkiye ulasirsak kuskusuz A = X olacaktir.
B := X\A # 0 olsun. X iyi siralanmig oldugundan B smifinin bir b en
kigik ogesi vardir. Tamim geregi X, C A fakat b ¢ A. Bunu yasaklar-
sak bir celigkiye ulagmug oluruz. Iste iyi siralanmig simflar icin tiimevarim
kosulumuz:

(TVK) Vee X (X, CA=z€A) (2.15)

olmalidir. X = ) icin zaten ortada yapacak bir sey yoktur. X # () ve g
onun en kiigiik 6gesi ise X, = 0 C A oldugundan (TVK)’den 1(x¢) elde
edilir. (TVK), 9 6nermesinin X simifinin en kiigiik 6gesi i¢in dogrulugunu
igerir. Yine de baz1 yazarlar vurgulamak i¢in ¢ (xg)"1 ayrica isterler. Artik
teoremimizi yazabiliriz:

Teorem 2.12.1 (X, <) iyi stralanmag sinafinin A altsinafs (TVK) yi saglar-
sa, dd. Vx € X (X, CA=x € A) ise A=X.

Teorem 2.12.2 (X, <) iyi swralanmug sinifimin A altsinafe TV TVII ve
TVIII kosullarina sagiyorsa A = X.

Kanit. A # X varsayahm ve B := X\ A # ) olsun. 3b := min B. Bu b
ogesi TVI'den dolay1 X smifinin en kiigiik 6gesi degildir; TVII'den dolay1 bir
ardil degildir ve TVIII’den dolay1 ise bir limit 6ge degildir. Bu bir geligkidir,
¢iinkii iyi siralanmig bir siifin herhangi bir 6gesi bu ¢ tipten birinden
olmak zorundadir. m



2.12 SONLU OTESI TUMEVARIM VE TEKRARLI TEOREM 183

Simdi bu teoremleri iyi siralanmig (X, <) siifimin 6gelerine iliskin ¢(x)
onermelerinin kanitinda kullanig bigimleriyle ve ayrica (Srs,<) igin ya-
zalim. Once ¢ i¢in tiimevarim kogulunu yazalim:

(TVK ) Vo e X ((Vy € Xz 0(y)) = ¢(z)). (2.16)

Teorem 2.12.3 (X, <) iyi suralanmag sinifinan égelerine iliskin o(x) oner-
mesi (TV K ) yi saghyorsa Vx € X ¢(x).

Teorem 2.12.4 (X, <) iyi seralanmas sinafinan 6gelerine iliskin ¢(x) oner-
mesi verilsin ve asagidaki kosullar saglansin:

1. o(x) dnermesi X sunifinin en kigik ogesi igin dogru olsun.

2. o(x) dogru ve x ogesi X smifinn en biiytk 6gesi degilse p(z') de
dogru olsun.

3. x bir limit 6ge ve hery € X, icin ¢(y) dogru ise p(x) de dogru olsun.

Bu kogullarda Vx € X ().

Teorem 2.12.5 (Srs, <) iyi siralanmas sinafinan ogelerine iliskin p(a) o-
nermest verilsin ve asagidaki kosullar saglansin:

1. ¢(0) dogru olsun.
2. ¢(a) dogru ise (') de dogru olsun.

3. X bir limit 6ge ve her o < X igin p(«) dogru ise o(A) da dogru olsun.

Bu kosullarda Yo p(c).

_ Dogal sayilara iliskin verdigimiz tekrarl teoremi animsayalim: Bir G :
U — U fonksiyonu ve bir a € U 6gesi verildiginde f(0) = a ve her n € N
igin f(n +1) = f(n') = G(f(n)) olacak bigimde tek olarak belirli bir
f : N — U fonksiyonunun varhgm kamitlamigtik. Simdi N' = (N, <)
yerine iyi siralanmig bir X = (X, <) smifim1 alahm ve xy := min X olsun.
Bu durumda, dogal sayilara iliskin tekrarli teoremi genellestirmek istersek,
F(z0) = a ve her z € X i¢in

(TF)* F(2') = G(F(x)) (Tekrarlama Formiilii)

olacak bicimde tek olarak belirli bir F' : X — U fonksiyonunun varhigini
kamitlamay1 deneyecegiz. X' iyi siralanmig sinifinin limit 6geleri varsa bun-
larm en kii¢iigii de vardir. X’in en kiiciik limit 6gesi y ise (T'F)* kogulu
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aranan F' fonksiyonunu sadece X, uzantisinda tek olarak belirler, ancak XY
sonrasinda ise F'(y) i¢in herhangi bir kogul verilmediginden teklik tiimiiyle
kaybolur! Tiim 6geler i¢in kogullar getirmeliyiz. Ornegin y limit noktasinda
F(y) icin bir kogul getirmek gerektiginde en mantikhisi F' fonksiyonu hakkin-
da y’den dnce kazanilan tiim bilgileri kullanmaktir; tiim bu bilgiler ise F'| X,
kiimesinde toplanmistir. Bu genel durumda tekrarlama formiilii i¢in dogal
aday
(TF) Ve e X F(z) = G(F|X;)

olmaktadir. Bunun gercekten is gérdiigiinii kanitlayacagiz. Herhangi bir G :
U — U fonksiyonu verildiginde (TF)’yi saglayan tek olarak belirli bir F :
X — U fonksiyonunun varhgimi kanitlayacagiz (Tekrarhh Teorem). Daha
genel bir teoremi kanitlamadan 6nce basit bir bilgiyi paylasacagiz: Dogrusal
stralanmas bir sinafin herhangi iki baslangict verildiginde biri digerinin alt-
kiimesidir. Gergcekten de dogrusal siralanmig X sinifinda B;, B baslangicla-
r1 veilsinler ve 6rnegin —(By C Bj) olsun. En az bir z € By\ B; 6gesi vardir.
z < x kogulunu saglayan hicbir 6ge B;’de olamaz, aksi halde z € B; olurdu!
()yleyse B C X, C Bs.

Teorem 2.12.6 Genel Tekrarlt Teorem X = (X, <) iyi siralanmas bir
swnaf ve G : U x U — U herhangi bir fonksiyon olsun. Tek olarak belirli bir
F: X — U fonksiyonu

(GTF) VYxe X F(z)=G(z,F|X,) (Genel Tekrarlama Formiilii)

olacak bicimde vardiwr. Bu F fonksiyonuna G fonksiyonunun tekrarla-
mast diyecek ve F' = TkrG yazacagiz.

Kamt. 1. Varhk: X = () ise savimiz dogrudur. Simdi X # () olsun.
B := {B| B bir kiime ve X’te bir baglangi¢} ve H ile tamim kiimeleri B’de
olup (GTF)’yi saglayan fonksiyonlarin siifin1 gosterelim, dd.

H:={f|3BeB(f: B— UAVz € B f(z) =G(z, f|B:))}

olsun. B bir baglangig oldugundan z € B i¢in By = X, oldugunu biliyoruz.
Dolayisiyla f € H, tanf = B ise her x € B i¢in f(z) = G(z, f|X;). Once

(%) fi,.feeH= f1iC foVfrChi

oldugunu, dd. bu fonksiyonlardan birinin digerininin bir geniglemesi oldugu-
nu kanitlayacagiz.

By := tanfr, k = 1,2 olsun. Bu iki baglangictan biri digerinin altkiimesi
olmak zorundadir. Genellikten bir gey kaybetmeden By C By varsayalim.
Bu durumda f; = f2|B; oldugunu savunuyoruz. Aksini varsayalim ve

D :={x € Bi| fi(z) # fa(x)} #0
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olsun. d := min D ise bir yandan fi(d) # f2(d) iken diger yandan d € By C
By ve f1|X4 = f2| X4 oldugundan (GTF) ile

fi(d) = G(d, f1]Xa) = G(d, f2| X4) = f2(d)

elde ederiz. Bir celigkiye ulagtik.

(¥)'dan dolayr F' := {Jscp f bir fonksiyondur ve tanF = ey tanf
bir baglangigtir. Simdi tanF = X oldugunu savunuyoruz. tanf’ C X 0z
baglangig olsaydi bir x € X 6gesinin uzantisi, dolayisiyla tanF = X, bir
kiime olacagindan F' bir kiime ve F' € H olurdu. Bu durumda bir yandan
x ¢ tanF iken diger yandan

g:=FU{(z,G(z,F|X,))} € H

olacagindan x € tanF olurdu ki bu bir celigkidir! Boylece tanF = X ve
F : X — U fonksiyonu (GTF)’yi saglar.

2. Teklik: Simdi (GTF)’yi saglayan iki Fy, Fo : X — U fonksiyonu
verilsin. F} # Fy varsayalim.

A={ze X|Fi(x)# F(x)} #0

olur. a := min A olsun. Bir yandan a € A oldugu i¢in Fi(a) # F5(a), diger
yandan (GTK) ile

Fl(a) = G(a, Fl‘Xa) = G(a, FQ‘XG = Fg(a)

bir celigki olugtururlar! m

Not 2.12.7 F ve G fonksiyonlar1 genel tekrarl teoremimizdeki gibi ve
o = min X ise F(zg) = G(z0,0) olur. O

Teorem 2.12.8 Tekrarly Teorem : X = (X, <) iyi swralanmas bir sinuf
ve H : U — U herhangi bir fonksiyonsa

(TF) VzeX F(x)=H(F|X;) (Tekrarlama Formiilii),

olacak bicimde tek olarak belirli bir F : X — U fonksiyonu vardir. Bu F
fonksiyonuna H fonksiyonunun tekrarlamasi denir ve bu durumda F :=
TkrH yazacagiz.

Kanit. 1. Varlik: P, : U x U — U fonksiyonu her (x,y) € U x U igin
Py(x,y) = y ile tanmimlanan ikinci izdiigim fonksiyonu olmak iizere G :=
HoP; olsun. (2.12.6)’ dan F' := TkrG fonksiyonunu elde edelim. (GTF)’den
dolay1 her x € X igin

F($) = G(x>F’Xa:) = H(PZ(x’F’Xx)) = H(F‘Xx)
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elde edilir. Bu F fonksiyonu (TF)’yi saglar.
2. Teklik: Fy, Fy (TF)’yi saglayan iki fonksiyon olsunlar ve F} # F5, dd.

A= {z e X|Fi(x) # Fy(z)} # 0

varsayalim. a := min A i¢in bir yandan Fj(a) # Fb(a), diger yandansa
| X, = F»| X, oldugundan (TF) ile

Fl(a) = H(F1|Xa) = H(F2|Xa) = Fg(a)

olur ve bir celigki elde ederiz. m

Tekrarli teoremlerimizin bir de iyi siralanmig kiimelerin {i¢ tip (en kiigiik,
dolaysiz ardil ve limit) 6gelerine gore giklara ayrilmig ve olduk¢a kullanmiligh
bir bi¢imi vardir.

Teorem 2.12.9 Sikls Tekrarl Teorem : (X, <) iyi siralanmas bir sinf;
H, K : U — U ki fonksiyon olsun ve bir a € U dgesi verilsin. Her x € X
1¢imn

1. F(xy) =a, o = min X,
2. F(a')=H(F(z)), = en biyik ége degil,
3. F(z)=K(F|Xg), x birlimit dge,

olacak bicimde tek olarak belirli bir F : X — U fonksiyonu vardar.

Kanit. 1. Varlik: F ile tan f tamim simiflar1 X de bir baglangi¢ ve bir kiime
olan f fonksiyonlarin sinifin1 gésterelim. Bir G : U — U fonksiyonunu her
f €Uigin

0, feU\F

G(f) = a feFANf=0
H(f(y), feFAyeXntanf=X,U{y}
K(f), f e F Atanf # 0 A Pmaxtanf

olacak bigimde tammlansim. F' = TkrG olsun (bkz. (2.12.8)). Bu fonksiyo-
nun istenen kogullar1 sagladigim gorelim. zo := min X ise F|X,, = F|0 =0
oldugundan F(zg) = G(0) = a olur. Simdi x € X 6gesi y 6gesinin dolaysiz
ardil ise, dd. z = v/ ise X, = X, U {y} olacagindan tammlardan

F(y) = F(x) = G(F|X,) = H(F(y)).

Simdi z bir limit 6geyse X, kiimesinin bir maksimal 6gesi olmadigindan
F(z) = G(F|X;) = K(F|X;) elde edilir.
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2. Teklik: F' teoremin kogullarim saglayan bir baska fonksiyon ve ¢(z)
ise F(z) = F'(z) olsun. Vap(x) 6nermesini (2.11.4) ile kamtlayalim. i)
F(z0) = a= F'(x0), ii) y € X en biiyiik 6ge degil ve F(y) = F'(y) ise

F(y') = H(F(y)) = H(F'(y)) = F'(y).

iii) € X bir limit 6ge ve her y € X, i¢in F(y) = F'(y) olsun. Bu durumda
F|X, = F'|; olacagindan

F(z) = G(FIX,) = K(FIX,) = K(F'|X,) = F'()

olur ve igimiz biter. m

Bu teoremimizdeki F' fonksiyonunu Tkr(a, H,K) ile gosterelim. F' =
TkrG ve F = Tkr(a, H, K) fonksiyonlar: sonludtesi tekrarlamayla veya
sonludtesi tiimevarimla tanimlanmiglardir denir. Buradaki G, H, K fonk-
siyonlarina ise tanimlayan kurallar gozii ile bakilir. Son teoremimize
agagidaki gekil de verilebilir.

Teorem 2.12.10 (X, <) iyi suralanmag bir ssnaf; Hy K : U — U iki fonksi-
yon olsun ve bir a € U 6gesi verilsin. Her x € X i¢in

1. F(xo) =a, ro = min X
2. F(2)=H(F(x)), =z en biyik oge degil
8. F(x)= K(F[X.]), = birlimit ige
olacak bicimde tek olarak belirli bir F': X — U fonksiyonu vardar.

Kanit. R : U — U fonksiyonu « € U bir fonksiyonsa R(z) = resx
olarak, fonksiyon degilse R(z) = x olarak agiklansin. K* := K o R ve F =
Tkr(a, H, K*) olsun. (2.12.9)’dan dolay1 teoremin ilk iki kogulu saglanir.
x € X bir limit 6ge ise (2.12.9)’dan dolay1

F(z) = K*(F|Xz) = K(R(F|X;)) = K(F[X.])

olur. Tekligi kanitlamay1 odev olarak birakiyoruz. m

Not 2.12.11 Bu teoremde oldugu gibi tiim diger tekrarli teoremlerde
F| X, yerine F[X,] alinabilecegi benzer bigimde kolayca goriliir. [J

Bu teoremleri 6zellikle (S7s, <) smuiflar1 igin veya («, €) sira sayilari igin
ifade etmesini okuyucuya 6neririrz. Biz son teoremi (Srs, <) i¢in yazacak ve
hemen uygulamalarini verecegiz. 0 = min Srs ve her o € Srs igin (S7s)q =
a oldugundan (2.12.10), (Srs, <) igin agsagidaki sekli alir:

Teorem 2.12.12 H, K : U — U iki fonksiyon olsun ve bir a € U djesi
verilsin. Her a € Srs i¢in
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i) F0)= a

ii) F(o/)= H(F(a))

iti) F(a)= K(Fla]), a bir limit dge
olacak bi¢imde tek olarak belirli bir F : Srs — U fonksiyonu vardwr. Eger
ayrica a € Srs ise F' : Srs — Srs’dir.

Tanim 2.12.13 Son teoremimizde ézel olarak K = ise F' = Tkr(a, H,J)
fonksiyonuna H fonksiyonunun a baslangicl tekrar: veya iterasyonu de-
nir ve her & € Srs icin H%(a) := F(§) da yazbr. Bu durumda HS(a) ya
a’mn H altinda £. tekrary diyelim.

Bu tanim geleneksel matematikte sikga kargilagtigimiz bir durumun genel-
lemesidir. A bir kiime, a € A ve f : A — A bir fonksiyonsa, tekrarli te-
oremle her n dogal sayisi icin f™ fonksiyonlarimin f0 = I4 ve f*t1 = fo fm
olacak bi¢imde var oldugunu biliyoruz. Her n € N igin a,, := f"(a) olarak
tanmimlarsak ag = a ve any1 = f"(a) = f(f*(a)) = f(an) olur. Boylece
ayni zamanda a 6gesinin f fonksiyonu altindaki A kiimesindeki

{an|n € N} = {f"(a)|n € N}

izi olugturulur. Geleneksel matematikde tiim dogal sayilarimizi béylece kul-
lanmig oluruz. Ancak Cantor Kiimeler Kuraminda her sira sayisi bir an-
lamda dogal sayidir. Burada yaptigimiz yine ayni iglemdir: Bu kez a € U
Ogesinin H fonksiyonu altinda U evrenindeki

{H%(a) | € € Srs} = {a,H(a), H(H(a)),.. .,Hf(a), .

izi olusturulur.
Bizi daha ¢ok baglangicin bir « sira sayist ve H : Srs — Srs oldugu
durumlar ilgilendirecektir. Bu durumda bir yandan

F =Tkr(a,H,sup) : Srs — Srs

olurken |J fonksiyonu Srs’de sup ile oOrtigtir. Bu durumda F =
Tkr(a, H,sup) yazacagiz. Bu durumda H fonksiyonu ne olursa olsun tanim
geregi ' = Tkr(a, H,sup) tekran siireklidir. Her £ € Srs igin a¢ := Hé(a)
olarak tammlarsak bu dizi

O = 0o, 1,092, ...;0y = SUP Op, Oy, Ny42,y - - -
n<w

seklindedir.

Onerme 2.12.14 H : Srs — Srs ve her € i¢in & < H(&) ise her a sira
says igin F := (o, H,sup) tekrar: normaldir.
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Kanmit. Her € i¢in F(§) < H(F(€)) = F(§ + 1) oldugundan (2.11.8) ile
F normaldir. =
Sabit Nokta Teoremi’ni yeni kavramlar 1g1¢inda soyle de dile getirebiliriz.

Teorem 2.12.15 F' : Srs —> Srs normal bir fonksiyonsa her o i¢in o ’nin
F altindaki w. tekrar: F¥(«) bu fonksiyonun bir sabit noktasidur, ayrica
B > a kosulunu saglayan sabit noktalarn en kiucugudir.

Kanit. Daha 6nce F“(a)min sabit nokta oldugunu kanmitladik. Simdi
a < B ve B da bir sabit nokta olsun. Normal fonksiyonlar kesin artan
olduklarindan her n < w igin F"(a) < F™(B) = B, dolayisiyla F“(a) <
F“(B) = olur. m

Simdi daha 6nce de s6z verdigimiz gibi tekrarli se¢gme teoermini en ¢ok
kullandigmiz bicimiyle kanitlayalim.

Teorem 2.12.16 Tekrarls Se¢gme Teoremi . (X, <) iyi swralanmag bir
kime, xg = min X, A # 0 bostan farkly bir kiime ve a € A olsun. Bir
F: X — A fonksiyonu F(xg) = a, x # max A ve {F(§)|¢ < 2/} C A ise
F(2') € A\{F(§)|¢& < 2'} olacak bigimde vardur.

Kanit. (2.12.8)’i uygulayacagiz, ancak (2.12.11)’de belirttigimiz gibi bu
kez bu teoremde F|X, yerine F[X,] alacagiz. ¢ € U\ A olmak iizere keyfi
segilsin. s : P(A)\{0} — A bir segen fonksiyon olsun. Genellikten bir sey
kaybetmeden s(A) = a alabiliriz. Bir H : U — U fonksiyonunu her z € U
icin

| s(A\z) ,zCA
Hz) = { c , 7(z C A)

olarak agiklansin. (2.12.8)’den dolay: tek olarak belirli bir /' : X — U
fonksiyonu her x € X icin

olacak bicimde vardir. Bu F isimizi gériir. Gercekten de
F(x) = H(F[Xg,]) = H(0) = s(A) = a
ve bir z icin 2 # max X ve {F(£)|£ < a'} C A ise
F(a') = HF[Xy]) = H{F(§) |§ <a'}) = s(A{F(§) [ < a'})
dd. F(2') e A\{F(§)|{ <2’} olur. m

Sonug 2.12.17 A bir sonsuz kiime a € A ise hern € N i¢in a,, € A dgeleri
ap = a ve apnt1 € A\{ao, ..., an} olacak bigimde segilebilirler.
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Kanit. (2.12.16)’te (X, <) olarak (N, <) alalim. F' bu teoremin verdigi
fonksiyon olsun. Her n € Nigin n’ € Nve {F(m) | m < n’} sonlu, dolayisiyla
N kiimesinin 6z altkiimesi oldugundan F(n’) € N olur. a,, := F(n) alirsak
bu a,, 6geleri isimizi goriir. m

Not 2.12.18 Sonugtaki F' fonksiyonu gercekte F': N — A olan bir fonk-
siyondur. Ayrica bu F' birebirdir. Tekrarlh se¢gme teoreminde genelde (X, <)
iyi siralanmig kiimesi olarak N veya herhangi bir « sira sayisi alinir. Eger
ja < gA ise (2.12.16)’teki F' : @« — U fonksiyonunun gergekte F' : o — A
oldugunu gérmek ¢ok kolaydir. Bu durumda her £ € o igin a¢ :== F({) € A
olmak {izere

apg = a

VB € a(ag € A\{ag|€ < B})
olur. Ayni seyin « bir ¢cokluk sayis1 ve a < A oldugunda da dogru oldugunu
gormek, ¢okluk sayilarimi 6grendikten sonra ¢ok kolay olacaktir. (I1.14)’te
Se¢me Aksiyomunun Iyi Siralama Teoremi’ne denk oldugunu kamtlayacagiz.
O zaman isimiz cok kolaylagir. A kiimesini < ile iyi siralayalim ve a :=
srs(A, <) olsun. Bu iyi siralamada en kiigiik 6ge a degilse en kiigiik 6geyle
a Ogesinin yerini degiserek en kiiciik 6gesi a olan yeni bir iyi siralamaya
gegebiliriz. Bu durumda g : @ — A fonksiyonu (A, <)’nin sayan fonksiyo-
nun tersi olmak iizere her { € « icin a¢ := g(§) ile agiklanan 6geler ag = a
ve her § € avigin ag € A\{a¢ | < B} kogulun saglar. OJ

Onemli Not: Tekrarl teoremlerimizden herhangi birini, 6rnegin Teorem
2.12.8’1 alahm. min X = z( olsun. Her z € X i¢in a, := F(z) diyelim ve
a := H(0) olsun. Bu durumda agagidakiler gecerlidir:

1. azy = a.

2. Her z € X icin a, = H(F|Xy).

Genel olarak sonluétesi tiimevarimla tanimdan tekrarli teroemlere gir-
meden s6z edilir. Ornegin bize en kiiciik 6gesi o olan iyi sirali bir (X, <)
kiimesi verilmistir. Biz her © € X 06gesine tek olarak belirli bir a, 0gesi
karsihik getirmek istiyoruz. Bu arada bir yandan az, 0gesinin bagtan belir-
ledigimiz bir a 6gesi olmasini isterken a, 6gesini ise {a, |y < z} kiimesinin
ogeleri yardimiyla bastan sectigimiz bir K kurali ile belirlenmesini arzu
ediyoruz. Soylenen sudur: Her x € X i¢in a, 0gesi sonluétesi tiimevarimla
asagidaki gibi tanimlansinlar:

1. agy == a.

2. Her y < z icin a, tammlanmigsa a, == K(...,ay,...), y < .

Bu yaklagimin aslinda a, nesnelerinin varlik sorununu atladigini artik bi-
liyoruz. Daha 6nce defalarca yaptigimiz gibi boyle bir tanimi herhangi bir
tekrarl teoremin yukarida bahsettigimiz tiirden bir uygulamasina déniigtiir-
mek gerekir. K kurali igin segecegimiz H fonksiyonunu bulmak, veya hangi
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tekrarl teoremi kullanacagimizi belirlemek bazan hicte kolay degildir. Daha
once de belirttigimiz gibi kiimeler kuraminin temel kavramlarini tanimlar-
ken titiz davranip tekrarli teoremleri uygulayacak ve her defasinda hangi
fonksiyonlar: kullandigimiza belirtecegiz. Ancak bazi yerlerde biz de genel
yaklagima uyarak, érnegin Teorem 2.12.12’nin kullanilmas: gereken bir du-
rumda agagidaki soylemi kullanacagiz: a € U ve K, Ko kurallar verilsin.
“Her o € Srs i¢in ¢, nesneleri sonludtesi tiimevarimla

1. ¢p :=a,

2. cat1 := Ki(ca),

3. A€ Lim icin ¢y := Ka(...,c¢,...), E <A,
olarak tanimlansinlar” diyecegiz. Veya biraz daha titiz davranip “Her o €
Srs icin tek olarak belirli ¢, nesneleri

1. ¢g = a,

2. Ca+1 = Kl(ca)7

3. A€ Limicin cy = Ka(...,ce,...), E <A,
olacak bicimde vardir” diyecegiz. Her iki soylemde de bilmemiz gereken
aslinda bizim verdiklerimizden veya vermediklerimizden bir tekrarli teore-
min devrede oldugudur.

2.13 SIRASAL ARITMETIK

Daha once sezgisel destekli acikladigimiz siralanmig kiimeler arasinda aciklanan
toplama ve carpma islemlerini bu boliimde Srs sinifinda sonludtesi tekrarl tanim-
lamayla verecegiz. Bu Aksiyomatik Kiimeler Kuraminda izleyecegimiz yoldur.Ayri-
ca sira sayilart arasinda ts kavramimin da agiklayacagiz. Amag temel kavramlar:
vermek, daha Oonce de degindigimiz benzerlikler yaninda farklar1 da bir kez daha
vurgulamaktir.

Srs’de Toplama: o € Srs keyfi verilsin. H, K : U — U fonksiyonlar:
H(z) =2’ = 2 U{z} ve K(z) := |Jz olarak secilsin. Herhangi bir X sira
sayist igin A = {f#| 8 < A} oldugunu amimsarsak (2.12.12)’den dolay1 tek
olarak belirli bir T, = Tkr(a, H, K) : Srs — U fonksiyonunun asagidaki
kogullar1 saglayacak bicimde varligini elde ederiz:

1. T,(0) = a.
2. Ta(/Bl) = (Ta(ﬁ))lv dd. Ta(ﬁ + 1) = Ta(ﬁ) + 1.
3. Ta(N) = Uﬁ<A To(B) = sup{Ta(B) | B < A}, A € Lim.

T, : Srs — Srsoldugu ve bu fonksiyonun ardil fonksiyonun « baslangic-
i tekrar1 oldugu apagiktir. Bir anlamda toplama tekrar tekrar 1 eklemek-
tir. Diger yandan daha once (I1.9)’da sira sayilar1 arasinda bir toplama
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islemi tanimlamigtik. Bu toplama yardimiyla F,,(8) := a+f ile tanimlanan
Fy, : Srs — U fonksiyonu da bu iig 6zelligi saglar, bagka sozlerle bu ii¢ 6zel-
lik Ty, yerine F, yazdigimizda da dogru kalirlar. T,, fonksiyonun tekliginden
dolay1 T, = F,,, dolayisiyla T, () = a + 3 olur.

Aslinda (II.11)’de F,, fonksiyonun normal oldugunu goéstermistik. An-
cak T, fonksiyonunun normal oldugu dogrudan yukaridaki tanimindan da
goriilebilir: Uciincii 6zellikten dolay1 siireklidir, ikinci 6zellik ve (2.11.8)’den
ise hemen T, fonksiyonunun normal oldugu elde edilir.

Srs’de Carpma: « € Srs keyfi verilsin. H,, K : U — U fonksiyonlar:
her x € U igin K(z) := Jz,z € Srs ise Hy(x) = z + a,x € U\Srs ise
herhangi bir bigimde, 6rnegin H,(x) = {1} olarak agiklansm. H,[Srs] C
Srs oldugunu belirtelim. P, := Tkr(0,Hq, K) : Srs — U fonksiyonu
(2.12.12)’dan kazandigimiz fonksiyon olsun. Her 8 € Srs ic¢in P, () € Srs
oldugu tliimevarimla kolayca goriiliir. Bu fonksiyon asagidaki kogullarla tek
olarak belirlidir:

1. P,(0) = 0.
2. Pa(ﬁ + 1) = Ha(Pa(/B>) = Pa(ﬁ) + «.
3. Pa(A) = User PalB) = sup{Pa(B) | B < A}, A€ Lim.

Elbette P, fonksiyonu H, fonksiyonunun 0 baglangich tekrarindan bagka
bir sey degildir. Bir anlamda « ile carpma tekrar tekrar o eklemektir. Daha
once (I1.9)’da sira sayilar1 arasimnda bir ¢arpma agiklamigtik. Bu garpma
yardimiyla her 5 € Srsigin G () := af ile tammladigimiz G, : Srs — U
fonksiyonunun bu ¢ 6zelligi sagladigim kanitlamigtik. (2.12.12)’den dolay1
P, = F, olmak zorundadir. Bu nedenle P,(/3) yerine « - 5 veya daha yaln
olarak af yazacagiz. P, = F, fonksiyonunun « # 0 i¢in normal oldugunu
(I1.11)’de kanitlamigtik. Bu dogrudan tanim ve(2.11.8)’den de goriilebilir.

Srs’de Us: o € Srs keyfi verilsin. G, K : U — U fonksiyonlar: her z €
U igin K(x) := Jz,x € Srs ise Go(z) = za,x € U\Srs ise herhangi bir
bigimde, érnegin G, (z) = {1} olarak agiklansin. G,[Srs] C Srs oldugunu
belirtelim. E, := Tkr(1,Gq, K) : Srs — U fonksiyonu (2.12.12)’den ka-
zandigimiz fonksiyon olsun. Her 5 € Srs igin E,(5) € Srs oldugu kolayca
goriiliir. Bu fonksiyon agagidaki kogullarla tek olarak belirlidir:

1. E,(0)=1.
2. Ea(,B + 1) = Goz(Eoz(ﬁ)) = Ea(ﬁ)a'
3. Ea(N) = U,B<)\ Eo(B) = sup{Ea(B) | B < A}, A € Lim.
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E4(B) yerine o® yazacagiz. E,, fonksiyonu G, fonksiyonunun 1 baslangich
tekrardir. o tabanina gore iis almak tekrar tekrar « ile carpmak demektir.
Elbette E,, fonksiyonu da o > 2 igin normaldir. Bu {ig fonksiyonun, aligildik
gosterimleriyle, genelde karsilagtigimiz tekrarli tanimlayan 6zelliklerini bir
arada verelim:

Ya, 8 € Srs ve A € Lim icin

Toplama Carpma Us

a+0=a ad=0 a¥ =1
a+B+1)=(+pB)+1 af+1)=af+a o=l
a+A=Usop(a+B) al =gz af oz)‘:U/BQ\aﬁ

Not 2.13.1 Sirasal aritmetik i¢in her bir Ty, P,, E, fonksiyonunun yuka-
rida verilmis {i¢ Ozelligini bilmek yeterlidir. Nitekim Aksiyomatik Kiime-
ler Kuraminda boyle yapacagiz. (I11.9)’da toplam ve ¢arpim igin verdigimiz
tanimlar: kullanarak elde ettigimiz tiim sonuclar o tanimlara bagvurmadan
bu ozelliklerden kazanilacaklardir. [J

Sirali sayilarda agikladigimiz bu isglemler dogal sayilardaki aritmetigin
baz 6zelliklerine sahipken bazilarim kaybederler. Ornegin (I1.9)’da toplama
ve carpmanin degisimli olmadigini ve daha bagka sapmalari da 6grenmistik.
Orada apacik olan ve fotograflarini verdigimiz sonuclar, o bilgiler hi¢ kul-
lanilmadan dogrudan yukaridaki tanimlardan kazanilabililer. Birka¢ 6rnek
verelim.

Ornek 2.13.2 w bir limit 0ge ve w’da toplama, carpma ve dolayisiyla iis
bildik islemlerle ortiistiigiinden her m € w icin

m+w= m+mn)=supym+n|n<w;=uw.
U ) { | }

n<w

m > 1 i¢in w < w+m oldugundan m +w # w+m. Ayrica buradan sagdan
kisaltma yapamayacagimizi da ogreniriz: Ornegin 3 +w =5+ w # 3 = 5.

0

Ornek 2.13.3 Her 0 # m € w i¢in mw = sup{mn | n < w} = w, ancak

wl=wl =w(0+1) Yo trw@orw=uw

d
w2 = wl’ éfwl +w=w+w.
Tiimevarimla her m > 1 dogal sayis1 igin

wm=w+---+tw
N’

m kez
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oldugunu kolayca gosterebilirsiniz. Her m,n > 1 dogal sayilar: i¢in mw =
nw. Dolayisiyla carpmada da sagdan kisaltma yapamayiz. Diger yandan
m > 2 i¢in mw = w < wm oldugundan carpma islemi degismeli degildir.
m < n ise wm < wn. U
Ornek 2.13.4 Her m > 1 dogal sayis1 igin
m* = sup{m" |n < w} = w, ozellikle 2* = w.

Oysa ki biz ¢okluk sayilarina iligkin iisler igin 12 = ¢ oldugunu biliyoruz.
(2:2)* = w < ww = 2¥2¥. Dolayisiyla genelde (af)* = a*B* dogru degildir.
Carpma iglemi degismeli olmadigindan (a3)? = (af)(af) = afaf genelde
aafB’dan farkhidir. O

Ornek 2.13.5

(wH+12=w+)+w+l)=w+(1l+w)+l=wtw+1=w2+1.

Vn € w(w+ 1)n =wn + 1 (6dev. Tiimevarim!).

(w+ 1w = (w+1)n = U(wn—i—l) = U wn ® ww.
n<w n<w n<w
(w—|—1)2:(w+1)(w+1)déf(w—{—l)w—l—w—l—lzww—i—w—i—l.

def

Qw+1))2= 2w+2)?2=(w+2)>2

Yukaridaki 6rnekler 1s1g1nda bozulan bazi kurallar: kars: 6rnekleriyle liste-
leyelim:

Bozulan kurallar Kars1 6rnekler
a+8=0+a. l+w#w+1.

af = Pa. 2w # w?2.

(a+ B)A = ar+ BA. 1+ 1w # 1w+ lw.
(ap) = a*p . (2-2)w £ 2w2w,
at+y=pf+y=a=8 3+w=5+w=»3=05.
ay =Py = a=0. 3w =bw = 3 =05.

Daha o6nce (2.2.11)’de iist sinirlardan ve 6z iist sinirlardan yola gikarak
supremum ve 6z supremum tanimini vermistik. Yine buna benzer bigimde
f A —> Srsigin iki farkls supremum soz konusudur.

sup (€)= sup 1A = U £(¢) (< supremumu).

E<A

sﬁrp f¢ = U (f(¢) + 1) (< supremumu, 6zsupremum).
E<A £<A
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Eger ~Imax{f(£)|£ < A}, o zaman SUPg < ) f(§ = supg<A f(&).

Onerme 2.13.6 \ bir limit ége ve f : A —> Srs yapisal, dd. kesin artan
ve a = supg.y f(§) olsun. O zaman

a € Limha= sfilrpf(f)
E<A

Kanit. Her geyden 6nce a % 0. Supremumun tanimindan
f<a=— <A< [ <a,
buradan da £ +1 < Aile

BLFEOSFE+)Sa=—B+1<f(€)<a

Sonugta f < @« = [+ 1 < « elde ederiz ki bu a’nin bir limit 6ge olmas:
demektir.

Diger yandan her < {ist sinir1 ayni zamada bir < {ist sinir1 oldugundan
elbette sup < sup™ . X bir limit 6ge oldugundansa & < Xise £ +1 < )\ ve
(&) < f(£+1) oldugundan f(£)+1 < f(£+1) olur ve bu bize sup™ < sup
esitsizligini verir. m

A bir limit sira sayis1 ve g : A — Srs kesin artan bir A dizisi olsun.
ae = g(§) ve a = limg ) ag = supgy g(&§) olsun. Bu verilerle, topolojik
acidan apacik ortada olan, daha once 6dev olarak biraktigimiz asagidaki
Oonermeyi topolojiyle hentiz tanigmamiglar i¢in kanitlayacagiz.

Onerme 2.13.7 F : Srs —s Srs bir normal fonksiyonsa

F(a) = F(li = lim F(ag).
(@) = F(lim ag) = lim F(a)

Kanit. Bir 6nceki 6nermeden « € Lim. F normal oldugundan F(«) =
SUpg.qy F (8). Dolayisiyla
Y< Fla) <= 3J<ay<F(P)
V<F(o) <= 3B<a <Ay <F(B)AB<F(g(§))
= I <AY<F(9(9)
= 7 <supecy F(9(§)) = supecy Flag))
Béylece F'(a) < supey F(g(§))-

Diger yandan £ < aigin g(§) < « ve F kesin artan oldugundan F'(g(§)

) <
F(a). Dolayisiyla supgy F'(g(€)) < F(a). Sonugta F(a) = supe.y F(g(£)).
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Teorem 2.13.8 Her «, 8,7 € Srs igin

1.a+0=0+a=a,a+(B+7) =(a+8)+.
2. al =la=a,00 =0a = «, a(fy) = (af)y.

S a(f+7)=af+ay.
4. &Pa) =Pt (P) =P, 00 =1, B> 0ise 0° =0, ve 17 = 1.

Kanit. Cogu sonludtesi tiimevarimla kanitlanacak olan bu savlardan,
ornek olusturmak amaciyla sadece (a) a+(B8+7) = (a+8)+7 ve (b) oA =
aPa? énermeleri v {izerinden tiimevarimla kanitlanacaktir.

(a) a, B sira sayilar: sabit tutulsun ve savimizi ¢(7) ile gosterelim.

i)y =0igin: a+(B+0) = a+ = (a+F)+0 oldugundan (0) dogrudur.

ii) ¢(y) dogru olsun (tvk)

def def
at+(B+(y+1)=a+((B+7)+1) = (a+(B+7)+1
d
L@+ +N+1< @+ 8+ +1).
iii) ~ bir limit 6ge ve sav her\ < « i¢in dogru olsun (tvk).
def
ot (B+7) = atUney (B+A) =Uneya+ (B+2)

P Urer @+ B8+ 2 (a+8) +.

(b) Simdi v fizerinden sonludtesi tiimevarimla o > 0 igin o®™ = ofa?
odugunu gosterelim.

i) v =0 icin o®0 = of = af1 = o®a”.

ii) ot = ofa olsun.

QB+ — B+l By R B Y (B

iii) A bir limit sira sayis1 olsun ve tvk(\) saglansin, dd. V€ < \(aPt€ =
aPaf) olsun. B + X\ da bir limit 6gedir ve o ~» o fonksiyonun normal
oldugunu da gozetirsek

o= | ar =P tok() | ofaf = afa?,
p<B+A E<A E<A

olur. Son esitlikte G(v) = o’v normal fonksiyonuna ve (af)¢<y dizisine
Teorem 2.13.7 uygulanmigtir. m
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Her yapisal dontisiim kolayca goriilecegi gibi birebirdir. Gercekten de
dogrusal siralanmig kiimeler arasindaki F' : (X, <x) — (Y, <y) fonksiyonu
yapisalsa, a,b € X ve a # bise a < bV b < a, dolaysiyla F(a) < F(b) V
F(b) < F(a) olur. Buradan da F'(a) # F(b) elde edilir. Elbette F' birebir
ve yapisal oldugundan F'(a) < F(b) = a < b. Bdylece

Fla)=F(b)<=a=0b ve F(a) < F(b) <= a <b.

Bu ozellikleri Ty, Py(a # 0) ve Eq(a > 2) icin aligildik gosterimlerle yazar-
sak agagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 2.13.9 Her o, 3,7, \ € Srs i¢in

1. a+p=a+y<=f=vyrvea+fB<a+y< B<7.

2. a#0igin af=ay<= =y veaf <ay<= <.

3. a>2icin o = = =~ veal <o <= B <.
Onerme 2.13.10 Sura saylary i¢in asagidaki zayrf monotonluklar gecer-
ledir:

I.a<B=a+y<B+.

2. a<f= ay<py.

3. alpf=a" <p".

4. 1< = a<p™

Kamt. Odev. m

Not 2.13.11 Sabit nokta teoremini T}, Py(a # 0) ve E, (o > 1) nor-
mal fonksiyonlari i¢in yazalim: «, 8 sira sayilar1 nasil verilirlerse verilsinler
&,n, A > B sira sayilar:

a+E=¢€ a£0ise an=mn, vea > 1ise o = A

olacak bicimde bulunabilir. Bu sonuclar N’deki aritmetigin ¢cok uzagindadir.
Teoremimizin kanitini izleyerek boyle bir £ sira sayisini toplam icin bulalim:

§o = B3,
&i=Ty()=a+&=a+0,
52:Ta(§1):a+a+52a2+ﬁ

h=a+--+a+p=an+p,

£ = liglfn =aw-+pf
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olur. Gergekten de
at+é=a+av+f=al+w)+B=aw+5=¢.

Carpma iglemi icin bu iglemi uygularsak n = a%f sayisini elde ederiz ve
gergekten de an = aa¥ = ot =a*f =n. O

F : Srs — Srs bir normal fonksiyon olsun. a keyfi verilsin. 8, := F7(«)
ise F' fonksiyonunun « baglangich tekrari olsun. o < F(«v) ise (B )n<w kesin
artandir. 8 := sup,,,, B, dersek teoremimizden dolay1 F¥(a) = F(B) =
SUp,, <., On = B olur. Boylece her « i¢in F* (), bu fonksiyonun > « olan
en kicik sabit noktasidur.

Ozel olarak

F:Srs — Srs (& ~ wb)

normal fonksiyonunu alalim. Bu fonksiyonun sabit noktalarina e-sayilari
denir. Bunlar w® = ¢ denkleminin c¢éziimleridirler. 0 < 1 = w” oldugundan
bu fonksiyonun en kiiciikk sabit noktas: elbette g9 := F“(0) olacaktir. Bu
fonksiyon altinda 0 6gesinin tekrarlar

w o, wY
1w, w” w” ...
olacagindan
w WY
g0 = sup{w,w”, w” ...}

olacaktir ki bu sayiy1 daha 6énce w*” ile gostermistik.

Teorem 2.13.12 «, 5 € Srs olsun.

1. Cikarma : a < = Ay a+~ = B. —a+ 5 := v olarak tanimlanar.

2. Kalanli Bélme : 3 # 0 ise tek olarak belirli £,0 € Srs sira sayilar
a = pE+0, 6 < B olacak bigimde vardar.

3. Logaritma : o # 0 ve B > 1 ise tek olarak belirlenmis o, 7, A sira
sayrlar o = BT + A\, 1 < 7 < B ve A < 7 olacak bi¢imde vardr.

Kanit. 1. ve 2. daha 6nce (I1.9)’da kanitlandi.

3. Tekligi 6dev olarak birakiyoruz. Varlk: (2.13.10)(4)’ten a < 3% olur.
Dolayisiyla § := min{y|a < f7} vardir. a = B isec =7 =1ve A =0
secilir. Aksi halde a < £7, dolayisiyla & bir ¢ sira sayismin ardih olmak
zorundadir, dd. § = o + 1. Boylece 7 < a < 7T = B95. (2)’den dolay1
tek olarak belirli 7, A sira sayilart o = B°7 + A\, A < (9 olacak bigimde
vardir. Her gseyden 6nce 7 = 0 olamaz; ¢linkii o zaman 7 < a = A < ¢
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olurdu! 7 > 8 da olamaz, bu durumda (2)’den dolay1 7 = 8§ + p, £ # 0
yazilabilir ve

,80+1 > o= ﬁ0+1§+ﬁop+)\ > /80+1£ > ﬁo-l-l

geligkisine ulagilir. Sonugta istendigi gibi 1 <7 < 8 olur. m

Not 2.13.13 Bir an igin sira sayilarimiz bir dogru tizerine yerlestirelim
ve a < [ igin —a + B sira sayisini bu iki sira sayisinin birbirine uzaklig
olarak yorumlayalim. 8 < w i¢in bildigimiz kavramla ortiigen bu yaklagim
f > w i¢in yine sezgilerin digina diiger. Bir yandan kesin artan (n)p<.w
dizisinin limiti w ’dir, dd. limn = w. Diger yandan her n € w i¢in —n+w =

n<w
w! O

Teorem 2.13.14 «, 3 € Srs olmak tzere:

1. a’nan bir limit 6ge olmast i¢in guyk. bir v # 0 ile o = w7y olmasider.
2. o€ Limvel <n<w ise na = q.
S n<w<aisen+aoa=a.

4. Lim bir 6z ssnaftur ve tek olarak belirli F' : (Srs, €)—(Lim, €) esyapt
dontisimi F(o) = w(a+ 1) dondsimidir.

5. Her a > w sira sayust tek olarak belirli bir A limit sira sayist ve bir n
dogal saiyrst ile o = A+ n olarak yazilabilir.

6. af’mn bir ardil olmasi icin guyk. o ve 8’nin ardil olmalarider.

Kanit. 1. (a) a € Lim olsun. (2.13.12)’den tek olarak belirli &, A sira
sayilari ile & = w€ + A, A < w. « bir limit 6ge oldugunda ise, o # 0 ve « bir
ardil olamayacagindan, £ # 0 ve A = 0 olur.

(b) @ = w& ve £ # 0 olsun. ¢ sira sayisimn ardil ve limit 6ge olma
durumlarimi ayr1 ayr tartigacagiz. £ bir ardil, dd. bir o ile £ = ¢ + 1 olsun.
a = wo+w = sup{wo+n|n < w} bir ardil olamaz bir limit 6ge olur. Simdi
¢ bir limit 6ge olsun. Bu durumda o = sup{w~y |y < £} olur. a’nin bir ardil,
ornegin a = p + 1 oldugunu varsayalim. Bu durumda p < a oldugundan
bir v < £ i¢in p < w7, dolaywisiyla o = p+ 1 < wv olur. ¢ bir limit 6ge
oldugundan v+ 1 < &, dolayisiyla o > w(y+ 1) = wy +w > wy > «a olur
ki bu bir celigkidir.

2. a € Lim ve n < w olsun. (1)’den dolay1 bir A # 0 ile a = w),
dolayisiyla na = n(wl) = (nw)A = wA = a.

3. (2) gibi kantlanir.
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4. Her seyden 6nce her « i¢in (1)’den dolayr F(a)) € Lim. Diger yandan
F(a) = Py(a+1) ve a < f = a+1 < f+ 1 oldugunu disiiniirsek
P,min yapisalligi F nin yapisalligini verir. Dolayisiyla F' birebirdir. Simdi
resF' = Lim oldugunu gorelim. o € Lim keyfi verilsin. (1)’den dolay1 bir
ile @« = wy. vy > wise (3)’ten dolay1 14+ = «y oldugundan F(v) = w(1l+7v) =
w7y = « olur. Boylece F' : Srs &2 Lim bir tamesleme oldugundan Lim bir
oz smuftir ve F : (Srs, €)—(Lim, €).

5. Kalanli bolme teoremine gore tek olarak belirli S ve n sira sayilari
a = wf + 1, n < w olacak bigimde vardir. (1)’den dolay1 A := wf bir limit
sira sayisi, n := 7 ise bir dogal sayidir.

6. (a) a = o0+ 1 ve B = p+ 1 ardillar olsunlar. Bu durumda af =
ap+ a = (ap+ o)+ 1 bir ardildr.

(b) @B = v + 1 bir ardil olsun. @ # 0 ve 8 # 0 olmak zorundadir.
~ sira sayisin « ile kalanli bélelim: v = a + A\, A < a. Boylece af =
vy+1=0af+ X+ 1. Simdi v+ 1 saywisin1 « ile kalanli bolelim: v + 1 =
at + u,p < a. Bu gosterimlerde &, A\, 7, u tek olarak belirlidirler. Diger
yandan v + 1 = «af oldugundan 7 = 8 ve pu = 0 olur. Diger yandan
y+l=aé+ (A+1), A <a.v+1< «aolsaydi v+ 1 i¢in iki farkh gosterim
elde etmig olacaktik. A < aAa < A+1= a = A+ 1 ve a bir ardildir.
Ayricaaff =al+A+1=a+a=a({+1)den (2.13.9) ile 5 = £+ 1 olur.
[ da bir ardildir. =

Teorem 2.13.15 Cantor: o # 0 ve > 1 sura sayilary verilsinler. Tek
olarak belirli n dogal sayist ve tek olarak belirli m,...,7,,01,...,0, SiTa
sayilary

Oé:ﬁ017_1+..._|_60n7_m oL > >0y U€137k<57 1§k§n

olacak bigimde vardwr. Bu ifadeye o sira sayisiman 3 tabanina gore Cantor
Normal Gésterimi (kisaca (CNG)) denir. Ayrica B = w ise tek olarak
belirlin € w ve p1,...,pn € STs saylar,

Og:wpl_i_..._‘_wp"’ p12>pn

olacak bicimde vardar.

Kanit. « tizerinden sonludtesi tiimevarim uygulayacagiz. a = 1 igin o =
(%1 gosteriminin istenen tiirden tek gosterim oldugu asikardir. Savimizin
her A < « i¢in kamitlandigini varsayalim (tvk). (2.13.12) ile tek olarak belirli
a=p6%"m+ AN 1< 71 < B, A< B9 gosterimini belirleyelim. A < g% < «
oldugundan (tvk) ile tek olarak belirli m dogal sayisi ve tek olarak belirli

(T . , o), sira sayilary

A=pB0r 4ok f0mr! > >0l vel <t <fB,1<k<m
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olacak bicimde vardir. Simdi n =m + 1 ve her 1 < k < m icin op41 1= 0},
ve T4 := 7, olarak tammlarsak oo < oy gosterildiginde a’nin gésterimini
elde ederiz. o9 < 01 ise 472 < \ < 9! egitsizliginden (2.13.9) ile elde edilir.

B = w ise her 7, < w bir dogal say1 ve 871, = %% + -+ + 3% (13 kez)
oldugundan sav ¢ikar. m

Daha 6nce sira sayilarmin bir (ag)¢<y dizisi verildiginde Zg <) Q¢ toplami-
n1 tanimlamig ancak ®§ <) Q¢ 'nin iyi sirali olmasi gerekmedigi igin Hg <x Q¢
carpimini aciklayamamigtik. Simdi her iki kavramin tanimini verecegiz ve
toplam ic¢in yeni tanim elbette eski tanimla ortiigecektir.

Simdi (2.4.10)’da X smufi olarak Srs’yi alalim ve bize bir h : w — Srs
dizisi verilsin. a,, := h(n) olmak tizere Srs’de ikili islem olarak sirasiyla
sira sayilarinin toplam ve ¢arpimlarini alirsak orada yaptigimiz gibi

n
Z OngZOdg ve H Oég—HOég
{<n+1 £=0 E<n+1

toplam ve ¢arpimlarinin tanimlarinmi elde ederiz. Slmdl

Zag —sup Zag Ha§ —sup Hag

E<w E<w

olarak acikliyoruz.

Bize sira sayilarmnin bir (ag)e<y dizisi verildiginde bu toplam ve ¢arpim-
larin asagidaki kosullar1 saglayacak bigimde bu diziye genisletilebilecegi
aciktir.

1.

Zag =0 ve Hag =1.

£<0 £<0

2. B+1<XAigin

> ac= (Z%) tagve ] ac= (H%)aﬂ-

§<B+1 §<pB §<B+1 §<pB
3. ve LimAvy < Aigin
Z% = supZag ve Hozg = supH ag.
£<y Ve<p £<y P<recs
Ayrica < Aise
Z Ozg = Z a5+§ ve H ag = H a5+§
B<LE<A E<—B+A BLE<SA E<—B4+A

olarak aciklanir.
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Toplamin yeni tanimi eski tanimla ortiiglir; bu sonludtesi tiimevarimla
gortliir. Bu tanimlarla

Z a§:Za§+ Z Qe

E<v+n <y A<E<y+n
II ce=Tlae- I o
E<M+n £<A A<E<A+n
B> oc=) Bog
<y <y
ﬁqu e _ H o
£<A

oldugu kolayca goriliir. Yine bu tamimlarla

H nzsuka::w
k<n

1<n<w n<w

olur ki bu arpim analizden bildigimiz [[/°n = lir}rl (I1x2x---xmn)
n—-+0o0

carpimindan tiimiyle farklidar!

2.14 SECME AKSIYOMU

Se¢gme Aksiyomunu daha 6nce defalarca dile getirdik. Birbirine denklikleri
kolayca goriilebilen bazi ifadelerini verelim:

1. AcUAVzeAdz#£0= 3f: A—JA ANz €A f(x) € x).

2. I € U, {A;}ics bir kiime ailesi ve her ¢ € I igin A; # ) ise bir
[+ I — ;e Ai fonksiyonu her 7 € I igin f(i) € A; olacak bigimde
vardir.

3. I €U, {A;}ier bir kiime ailesi ve her i € I'igin A; # (ise [[;.; Ai # 0.

4. A # () kiimesinde bir R denklik bagintis1 verildiginde bir T C A
altkiimesi her 2 € A i¢in §(7' N [z]r) = 1 olacak bigimde vardir, dd T
kiimesi her [x]r denklik sinifiyla bir tek ortak 6gesi olan ve bunlardan
bagka da 0ge icermeyen bir kiimedir.

Not (2.8.6)’da Iyi Siralama Teoremi'nden Secme Aksiyomunu cikarmig
bunun tersinin de dogru oldugunun safca irdelemesini yapmigtik. Simdi
bunu tamamlayacagiz. Kanitin ana diiglincesini bir kez daha vermenin ya-
rarli olacagim diisiinliyoruz.



2.14 SECME AKSIYOMU 203

Bize herhangi bir A # () kiimesi verildiginde sira sayilarimizla bu kiimenin
ogelerini saymak istiyoruz. Srs bir 6z sinif oldugundan elimizde her kiimeyi
sayacak kadar sira sayis1 vardir. A kiimesinden herhangi bir 6ge segip ona
bu kiimenin sifirinct 6gesi deyip ag ile gosterecegiz. Sonra A\{ap} # 0 ise
bu kiimeden herhangi bir 6ge secip buna ikinci 6ge diyecegiz vb. ... Ancak
A kiimesi sonsuzsa bu ige 6mriimiiz yetmeyeceginden bu isi bir cirpida bizim
adimiza yapmasi igin bir s : P*(A) — A secen fonksiyonuna birakacagiz.
A kiimesinin 6gelerini tiikettigimizde sayma igleminde tami tamina « sira
sayisinin Ogelerini kullandiysak elbette bir F' : o & A tameglemesi elde
ederiz. ag = F(£), { € a olmak iizere ayn1 zamanda A kiimesini a¢ <
ay <= £ < 7 ile de iyi siralamig oluruz.

Ayrica Se¢gme Aksiyomunun oldukca kullaniligh olan Zorn Lemmasi’na
denk oldugunu da kanitlayacagiz.

Tanim 2.14.1 X = (X, <) kismi suralanmas bir kime olsun. Z C X alt-
kiimest < ile dogrusal siralanmagsa X ’te bir zincirdir denir.

Teorem 2.14.2 Asaqidaki dnermeler denktirler:
1. Se¢me Aksiyomu.
2. Zermelo’nun fyz’ Swralama Teoremi: Her kiime iyi siralanabilir.

3. Zorn Lemmasi: Bostan farkl kismi siralanmais X = (X, <) kiimesin-
de her zincirin bir tust ssmr varsa X te bir buyuk oge vardar.

Kanit. (1) = (2) : A # () kiimesi verilsin ve s : P*(A) — A bir segen
fonksiyon olsun. Bir d € U kiimesini d ¢ A olacak bigimde segelim (A # U).
Herhangi bir x € U igin

resx :={z|3(y,z) € x}
olmak tizere bir H : U — U fonksiyonu

| s(A\resz) , A\resx € P*(A)
Hx):= { d , A\resz =)

olarak tanimlansin. Teorem 2.12.8’den dolay1 tek olarak belirli bir F' =
TkrH : Srs — U fonksiyonu her a € Srs igin

SAVFB)] 8 <0}, A(F(B)|6 < a} € P(4)
Flo) = H(Fla) = { d, AV(F(B)| 8 < a} = 0

olacak bicimde vardir. §imdi v € Srs icin d ¢ F[y] ise Fly : v — A
fonksiyonunun birebir oldugunu gosterelim: Gergekten de o < § < 7y ise

F(6) = s(A{F(B) | B < 0}) € A{F(P)| B < 0}
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fakat F(o) € {F(B)| 8 < ¢} oldugundan F(o) # F(9) olur! F fonksiyonu
birebir olarak Srs 6z siifin1 A kiimesine resmedemeyeceginden d € resF
olmak zorundadir. Simdi o := min{o|F (o) = d} olsun. Bu durumda
Fla] = Ave F : a & A oldugu apagiktir. F' fonsiyonu o 'nin iyi siralamasini
A kiimesine tagir.

(2) = (3) : X = (X, <), her zincirinin bir iist s olan fakat hig
biiyiik 6gesi bulunmayan kismi siralanmis bir kiime olsun. X kiimesi < ile
iyi swralansin. Z := {Z | Z C X, X’te bir zincir} olsun. X’de biiyiik 6ge ol-
madigindan her Z € Z zincirinin < kismi siralamasina gore 6z tst sinarlars,
dolayisiyla bu st siirlarin < bagintisina gore bir m(Z) en kiigligii vardur.
Boylece bir m : Z — X fonksiyonu elde ederiz. Bu fonksiyon yardimiyla
tekrarlamali bigimde bir F' : Srs — X fonksiyonu tanimlayacagiz. a € Srs
olsun ve her 8 < « igin F(f) tanimlanmig ve her v < § icin F(y) < F(p)
saglanmig olsun. Bu durumda Z, := {F(8) |8 < a} bir zincirdir ve biz
F(a) := m(Z,) olarak tammliyoruz. F'(0) = m()) = min X (<’e gore).
Boylece F' : (Srs,€) — (X, <) kesin artan ve dolayisiyla birebirdir. Bu
ise Srs’nin 6z sinif olmasiyla geligir!

(3)=(1): 0 ¢ A €U olsun.
X :={s|dBCA(s: B — UBseQen fonksiyon) }

olsun. § € X oldugundan X # (. X := (X, C) kismi siralanmgtir. Z C X,
X’te bir zincirse |JZ de X’de bir zincirdir ve bu zincir Z zincirinin bir
st siridir (6dev). X' Zorn Lemmasi'min kogullarini saglar. s, X’te bir
biiylik 6ge olsun. tans = A oldugunu savunuyoruz. tans # A oldugunu
varsayalim ve x € A\tans olsun. x # () oldugundan bir y € x segelim ve
s* = sU{(x,y)} olarak tamimlarsak acikga s C s* € X ve bu s'nin biiyiik
oge olmasiyla celigir. m

Tekrarli Se¢gme YoOntemi: Bu kamtta (1) = (2) adimindaki bir
yontemi vurgulamakta yarar var. Bir A # () kiimesi ve bir s : P*(A) — A
secen fonksiyonundan yola ¢ikarak bir « sira sayisi ve bir f := Fla:a = A
tameglemesi bulduk. Her { € « i¢in a¢ := F(§) dersek A kiimesinin
ogelerini ag, a1, ..., a¢,a¢q1,. .. olarak saydik ve iyi siraladik: Cilinkii ag <
ap <= £ < 1. Bu durumda F' fonksiyonu A kiimesi i¢in bir sayan fonksi-
yondur denir. Burada ag = s(A) ve ag € A\{ay |y < £} idi. Demek ki biz
ozellikle her f < « i¢in A kiimesinde tekrarh bicimde bir (a¢)e<p dizisini

ap = s(A),a1 € A\{ao},a2 € A\{ap,a1},...,an, € A\{ao,...,an—1}

ve genel olarak
ay € A\{ay |y < A}
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olacak bicimde segebiliriz. Bu arada ag degerini istedigimiz gibi belirleyebi-
liriz. agp = a € A olsun istiyorsak ve sans eseri s(4) = a degilse s'(A4) :=a
ve B € P*(A)\{A} i¢in §'(B) := s(B) ile tanmimlanmis s’ segen fonksiyonu
ile calisiriz.

Teorem 2.14.3 Hausdorff Maksimum Tlkesi : Se¢me Aksiyomu aga-
gidaki onermeye denktir:

(H) X = (X, <) kismi suralanmag bir kiime ise Z2 :={Z|Z C X; Z, X’te
bir zincir} olmak tzere (Z,C) kismi siralanmag kimesinin bir biyik
(maksimal) 6gesi vardur.

Kanit. (Se¢) = (H) : X = (X, <) kismi siralanmig kiimesi verilsin.
X = 0 igin sav agikar oldugundan X # () varsayalim. (2.14.2)’den dolay1
X kiimesinin Ogelerini bir a sira sayisinin 6geleriyle (z¢)e<q olarak saya-
biliriz. Z’de biiyiik 6ge olan bir Z olusturacagiz. Diiglincemiz ¢ok basittir:
xo 6gesi Z'de olacaktir. B < « olsun ve her { < f icin z¢ 6gesinin Z’de
olup olmadigima karar verilmis olsun. Eger bunlardan Z’ye alinan her bir
z¢ ile xg 0gesi < bagintisina gore kiyaslanabiliyorsa xg 6gesini Z kiimesine
alacagiz aksi halde almayacagiz. Biraz daha matematilsel sylemle tekrarlh
tanimlamayla bir F': @« — X fonksiyonunu

F(B) = zg, {F(p)|p < B}U{ap} bir < zinciridir.
' xg  diger durumda

Bu durumda F(0) = zg, Z :={F(B) |5 < a} € Z ve bu 6ge (Z,C)’de bir
biiytik ogedir.

(H) = Zorn: X = (X, <) kismi siralanmig kiimesinde her zincirin bir
tist sinirt bulunsun. X”in zincirlerinin (H)’den dolay1 C bagmtisina gore bir
Z biiyiik 6gesi vardir. z 6gesi bu Z zincirinin X’te bir iist sinir1 ise x 6gesi
X’te bir biiylik 6gedir. Aksi durumda = < y kogulunu saglayan bir y € X
ogesiyle Z* := ZU{x,y} de X’te bir zincirdir ve Z C Z* ise Z zincirinin C
bagintisina gore bir biiylik 6ge olmasiyla geligir. (2.14.2) kaniti1 tamamlar.
|

Not 2.14.4 Kamita dikkatlice bakildiginda (Se¢) = (H) adiminda as-
linda (H)’den biraz fazlasimi kanitladigimiz goriiliir:

(H)* X =(X,=<) kismi siralanmus bir kime ve C bu kiimede
bir zincir ise Cyi iceren bir buyik Z zinciri vardar.

Gergekten de kanmitta X kiimesinin 6gelerini iyi siralarken 6nce C' kiime-
sinin, ardindan X\C' kiimesinin 6gelerini siralamak yeterlidir. Benzeri bir
durum Zorn Lemmasi igin de séz konusudur. (X, <) Zorn Lemmasi’nin
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kosgullarini sagliyorsa keyfi verilen her x icin y > x olan maksimal bir y bu-
labiliriz. Bunu 6dev olarak birakiyoruz. Zorn Lemmasi’nin kamtlardaki tipik
kullanimiyla okuyucu kuskusuz cebir, topoloji ve fonksiyonel analiz dersle-
rinde karsilagmigtir. Peginde oldugumuz bir matematik nesne vardir. Varlig
kanitlanmak istenen bu nesnenin uygun bir kismi siralamada bir biiyiik
0ge olmasi ayarlanir. Cogu zaman bize verilen kismi siralama dogrudan C
bagintisidir. [

Ornek 2.14.5 # = (H, +,-) birim &geli bir halka olsun. Abel grubunu
biliniyor varsayarak bunun ne anlam geldigini kisaca soyleyelim. (H, +) bir
Abel grubudur; bu grubun etkisiz 6gesini 6 ile gostererlim . Her x,y,z € H
icmz-(y-2)=(x-y)-z,z-(y+z2)=z-y+z-z, (x+y)-z=x-24+y- 2.
Ayrica H kiimesinde her x € H igin - e = ¢ = e - x kogulun saglayan bir
e € H 6gesi vardir.

I C H toplam iglemine gore bir alt grupsa ve ayrica H-I CIANT-H C1
ise I'ya H’de bir idealdir denir. Eger I bir ideal ve e € I ise I = H oldugu
apaciktir. I bir idealse ve I’y1 6z altkiime olarak iceren yegane ideal H ise
I bir biiyiik (maksimal) idealdir denir.

Biiyiik Ideal H en az iki djesi olan bir halka ve J C H bir ide
Teoremi alse J C I kosulunu saglayan bir biyik I ideali
vardar.

Gergekten de Z := {I'| J C I C H ve [ ideal} kiimesini C ile kismi sirala-
yalim. (Z, C)’nin Zorn Lemmasi’nin kogulunu sagladigini gérelim. Z C 7
bir zincir olsun. K := JZ kiimesinin H’de bir ideal oldugunu savunuyo-
ruz. J C K oldugundan K # (). K’'nin toplama gore alt grup oldugunu
kanitlamak i¢in Vz,y € K (z —y € K) oldugunu gostermek yeterlidir.
x,y € K keyfi verilsinler. Tamim geregi © € I; ve y € Is olacak bigimde
I, 1> € Z idealleri vardir. Z bir zincir oldugundan I; C Iy veya I, C Iy,
dolayisiyla x —y € I; veya & —y € Is olur. Sonugtax —y € K. H- K C K
ve K - H C K apagiktir. Dolayisiyla K bir idealdir. Her I € Z igin e ¢ I
oldugundan e ¢ K ve K C H olur. Boylece gergekten K € Z olur. (Z, C)’nin
Zorn Lemmasi’nin kogulunu sagladigindan bir I biiyiik 6gesine sahiptir ve
bu [ igimizi goriir. U

Ornek 2.14.6 Benzer bir irdelemeyle her vektor uzayinin bir bazi oldugu-
nu, hatta bastan verilen dogrusal bagimsiz bir altkiimenin uzayin bir bazina
tamamlanabilecegini kamitlayabiliriz.

Baz V' bir K vektor uzayr ve A CV dogrusal bagimsiz bir
Teoremi altkume olsun. V'nin A C B olan bir B bazi varder.
Bu kez D := {D|A C D C V ve D dogrusal bagimsiz} kiimesini C ile
siralayip Zorn Lemmasi'ni uygulayiniz (6dev). Bu teoremin Iyi Siralama
Aksiyomunu kullanan bir bagka kanitin1 Problem 4.0.32’de verdik. [J



2.15 COKLUK SAYILARININ TANIMI 207

Se¢me Aksiyomuna denk oldugubilinen bir ¢ok 6nerme daha vardir. Biz
simdilik agagidak 6nermeyle bu konuyu noktalayacagiz.

Onerme 2.14.7 Asaqrdaki dnermeler denktirler:

1. Se¢me Aksiyomu.

2. Her orten f : A — B fonksiyonuna karsihk birebir bir g : B — A
fonksiyonus f o g = Ip olacak bicimde vardir.

Kanit. (1) = (2): f: A — B ortense her y € B igin Agj # () olur. Simdi
Al = {Ag |y € B} olmak iizere s : AY — A = J.A' bir secen fonksiyon
olsun. h : B — A (y ~ A{:) olmak iizere g := so h : B — A fonksiyonu
igimizi goriir.

(2) = (1): A bos kiimeyi igermeyen ayrik bir kiime ailesi ve A := J.A
olsun. Her @ € A igin a € X, kogulunu saglayan tek olarak belirli bir
X, € A vardir. f(a) :== X, ile orten bir f : A — A fonksiyonu tanimlanir.
Hipotezden dolay: bir g : A — A birebir fonksiyonu fog=14: A4 — A
olacak bigimde vardir. Her X € A igin X = f(g(X)) ve f fonksiyonu-
nun tanimindan ise g(X) € X elde edilir. g fonksiyonu A i¢in bir segen
fonksiyondur.

Simdi ise A bog kiimeyi icermeyen herhangi bir kiime ailesi olsun. Bu
durumda A* := {X x {X} | X € A} bos kiimeyi icermeyen ayrik bir ailedir.
Az dnce bir g* : A* — |J A" segen fonksiyonunun varhigini kanitladik. Her
X € Aigin g"(X x {X}) € X x {X} oldugundan tek olarak belirli bir
s(X) € X ile g*(X x {X}) = (s(X),X) olur. Elbette s : A — [J.A bir
segen fonksiyondur. m

2.15 COKLUK SAYILARININ TANIMI

Bize herhangi bir A kiimesi verilsin. Bu kiime sonlu ise hi¢ sorun yoktur:
Sonlu bir kiimede her dogrusal siralama bir iyi siralamadir ve bu siralama
esyapl doniisimi diginda tek olarak belirlidir. A sonlu ve A «» n ise <
bu kiimenin herhangi bir iyi siralamasi oldugunda srs(A,<) = n olur.
Bu n tek olarak belirlidir. A sonsuz ise Se¢gme Aksiyomu yardimiyle A
kiimesini iyi siralayabilecegimizi biliyoruz. Ancak A kiimesini bir kez iyi
siralayabilirsek, kiimenin sonsuz olmasi durumunda, sonsuz farkli bigimde
iyi siralayabilecegimizi gérmek ¢ok kolaydir: Farkl iki 6genin yerini degistir-
digimizde farklh bir iyi siralama elde ederiz. Amacimiz A kiimesinin ¢okluk
sayisini bu kiimenin iyi siralamalarina karsilik gelen sira sayilarindan biri
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olarak aciklamaktir. Ornegin N kiimesinin ¢okluk sayisim aciklamak is-
tedigimizde ¢ok aday vardir:

wow4 1, . w2 W W D,

Boyle bir durumda en dogal iki aday, eger varsa bunlarin en biiyiigi veya
en kiicligiidiir. Ancak A sonsuz ve bir « sira sayisi igin A « « ise ayni
zamanda A «~ a + 1 olacagindan s6z konusu adaylarin en biiyligii yoktur.
Ancak Srs iyi siralanmig oldugundan {«| o € Srs ve a «~ A)} # () simfinin
bir en kiiciigii vardir.

Tanim 2.15.1 Bir a swra sayisina
VB (B < a =B ~a)
ise bir ¢cokluk (kardinal) sayisi denir.
Cks := {a| a ¢okluk sayisi}
sinifina ¢okluk sayilary sinafr denir.
Tanmim 2.15.2 Bir A kiimesinin i¢in §A := min{a | A <~ a} olsun.

Cokluk sayilarimi genellikle N, k, v, u ile gosterecegiz. Hemen tanimdan
cikan agagidaki ozellikleri 6dev olarak birakiyoruz:

1. Vo (1o = min{8| 8~ a} At = fa).
2. Va o < av.

3. Vo, B (o < B = o < 45).

4. k € Cks = Va(a < k <= fa < k).

5. F bir fonksiyon ve tanF' bir kiime ise fresF < hjtankF.

Teorem 2.15.3 1. Her Neumann dogal sayist n ve w c¢okluk sayrlars-
dirlar.

2. Her sonsuz cokluk sayist bir limit sira sayisider.

3. Her M C Cks kiimesi i¢in supM = |JM de bir ¢okluk sayisidur
(supremum elbette Srs’de alinacaktar).

Sonug 2.15.4 Her A kiimesi i¢in hA bir ¢cokluk sayisidir ve buna A kiimesi-
nin cokluk sayist denir.
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Kamit. 1. Her n € N bir sira saywisidir ve (2.6.2)’den dolay1 bir « sira
sayisl icin o < n ise a » n. Dolayisiyla n bir ¢okluk sayisidir. w bir sira
sayisidir ve o < w ise « bir dogal sayidir ve biz a » w oldugunu biliyoruz.
Oyleyse w bir ¢okluk saysidir.

2. « sonsuz ama bir limit 6ge olmasin. Bir g ile « = 5 + 1 olur. Ancak
bu durumda [ da sonsuzdur ve bu nedenle § «~ BU{S} = f+ 1 = «a. Diger
yandan 8 < «. « bir ¢okluk sayis1 degildir.

3. M C Cks bir kiime olsun. o := sup M = |JM olsun. @ = max M
ise kanitlanacak bir sey yoktur. Simdi Amax M olsun. Her § < « icin 8 <
v < « olacak bicimde bir v € M vardir. a’nin ¢okluk sayis1 olmadigini
varsayalim ve k := fja olsun. k < « oldugundan bir y € M ile fa = k <
u < «, buradan da o < p < v olur ki bu bir geligkidir.

4. Sonucun kanit1: Tyi Siralama Teoreminden dolayr 3o v~ A). Gerisi
dogrudan tanimdan cikar. m

Daha 6nce (I1.7)’de ¢okluk sayilarimin ne olduklarini séylememsis, ancak
her ne olurlarsa olsunlar

tA=1B<—= A~ B

olmasim istemistik. Simdi verdigimiz tamim bu kogulu saglar. hA, tam da
A ile eggiiclii olan tek ¢okluk sayisidir. Ayrica < sira sayilar1 arasindaki
siralamay1 gostermek tizere

tA<piB<«<— A<B

oldugu kolayca goriiliir ve bu tam da (I1.7)’de verdigimiz siralamadir.

Gergekten de §A < §B olsun. §A, §B’de bir uzanti olacagindan fA’dan
hB’ye birebir bir déniigiim vardir, ancak §B bir ¢okluk sayisi oldugundan
A = §1B. A v jA ve B « B oldugundan bu tam da A < B demektir.
Simdi tersine A < B olsun. 14 < B oldugu apagiktir. §A = §B olamaz,
aksi halde A «~ B olurdu ve bu varsayimla celigir. Dolaysiyla §A4 < 4B
olmak zorundadir.

Daha 6nce (I1.7)’de ¢okluk sayilar1 arasinda toplama, carpma ve s iglem-
leri agiklamistik. Simdi her s ¢okluk sayisinin ayni zamanda bir kiime ve
tanmimlardan dogrudan fx = x oldugunu diigliniirsek orada verdigimiz bu
tanimlar su sekli alirlar: Her x, A € Cks i¢in

k+A=18(k x {0} UXx{1}), ve
kX =1(k x A), I&* =1(*k).

Daha once de 6grendigimiz gibi bu iglemler nerdeyse aritmetik iglemlerinin
tiim Ozelliklerine sahiptirler: Her «, A, ( € Cks icin
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E+A=A4+K xA=Axk.

EFAFO)=AF+r)FRx(Ax0) = (Axk)*xC.

kx(A+() =rx A+ rx*(.

Ik % A)C =IRSHING, TRAIRS =1RATC 1(161)S =1RMC

k1 < ko, M < Ao == K1+ A1 < kg F Ag, k1 A < kg x Ag, 16t <Ik)2.
Not 2.15.5

1. Tanimdan her n dogal sayisi igin fn = n ve fN = w.

2. w bir ¢okluk sayis1 olarak kullanildiginda ise onun yerine Ry yazmak
kiimeler kuraminda bir aligkanliga doniigmiigtiir. Boylece Rg = N
sonsuz c¢okluk saylarimin en kii¢ligiidiir. gR yerine ise genellikle ¢
yazilir.

3. M ¢okluk sayilarimin bir kiimesi ise her k € M i¢in k < §P(sup M) =:
k*. Dolayisiyla k* ¢ M ve Menger oOlciitiinden dolay1 Cks bir 6z
snaftor.

4. Cantor Teoremi'nden dolay1 her A kiimesi i¢in jA < jP(A) oldugun-
dan g¢okluk sayilarimin bir en biiyligii yoktur. Dolayisiyla Cks igin
(2.5.18)’in kosulu saglanir. Eger Cks bir kiime olsaydi x := sup Cks
da bir gokluk sayisi olurdu ve (2.5.18)’den dolay1 her p € Cks igin
u < k olurdu ki bu bize k < k geligkisini verir. Boylece Cks smifinin
bir 6z siif oldugunun bir bagka kanitini elde ederiz. Srs iyi siralanmig
oldugundan onun alt sinifi olan Cks sinifi da iyi siralidir. Her dogal
say1 ayni zamanda bir ¢okluk sayisi oldugundan Cks iyi siralanmig
siifinin baglangici soyledir: 0,1,2,...,; g, ... .

5. Neumann dogal sayilarimiz ayni zamanda sira ve c¢okluk sayilari-
dirlar. Bu ii¢ nitelikleriyle agiklanmig toplama carpma, iis iglemleri ve
siralamalar Ortiigiirler. Ancak sonludtesinde bunun boyle olmadigim
daha oénce de vurgulamistik. Ornegin

w<w+w:w2,w:wirw,w<ww,w:w*w,....

6. Her sonsuz ¢okluk sayis: bir limit sira sayisidir ama bunun tersi dogru
degildir! Ornegin

w2, w3, ..., W Wl W,

limit 6gelerdir, ancak ¢okluk sayilari1 degildirler. Bunlarin tiimiintin
w ile eg giiclii olduklarini biliyoruz. [
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Tanim 2.15.6 k bir ¢okluk sayisi ise
kT :=min{y € Cks|r < u}

cokluk saypsina k cokluk saypsinan cokluk ardils denir. k+ bir ardil cokluk-
tur da denir.

Not 2.15.7 Bir s cokluk sayisiin x* cokluk ardili ile onun sira sayisal
ardili olan k + 1 sira sayisini birbirine karigtirmaymiz. £ sonsuz oldugunda
kT gokluk sayis1 da sonsuzdur ve biz her sonsuz ¢okluk sayisinin bir limit
sira sayist oldugunu biliyoruz. Oysa « + 1 bir ardil sira sayisidir. [J

Cksz :== Cks\w = {k € Cks |k sonsuz}

olsun. Cksz iyi siralanmig bir simiftir ve Xg = min Cksz. Simdi (2.12.12)
tekrarli teoreminde H, K : U — U fonksiyonlar1 soyle segilsinler: Her x €
Cksz i¢in H(k) := kT, ve K := U = sup olsun ve H fonksiyonu U\Cksz
sinifina herhangi bicimde genisletilsin. a := w olsun. Teoremimiz agagidaki
kogullar1 saglayan tek olarak belirli bir I : Srs — Cksz fonksiyonu verir.
Her « icin R, := K(a) olmak iizere®.

(1) NO = Ww.
(2) Nop1 =NE.

(3) Ny =sup{Rq|a < A}, A bir limit sira sayisidir.

(2.15.3) (3)’ten dolay1 Ny bir gokluk sayisidir. K fonksiyonu tanim geregi
stireklidir ve tanim geregi (o) < K(a+ 1) oldugu i¢in (2.11.8)’den dolay1
normaldir. Bu nedenle IC fonksiyonu her g i¢in a@ > 8 kogulunu saglayan
« sabit noktalarma sahiptir, dd. a = R, olan a > 3 sira sayilar1 daima
bulunabilir. Ry = w. N; kesinlikle sayilamaz. Cokluklar boyle sigramali ar-
tarken boyle sabit noktalar: diigiinebilmek c¢ok zor. Bu sabit noktalarin en
kiigligii olan K£“(0) ise

K(0), K£%(0), £°(0), ...
dizisinin, dd. Ng, Ry, NNNOa ... dizisinin limitidir.
Onerme 2.15.8 K : (Srs, <) — (Cksz, <) bir esyapr doniisimiidiir.

Kanit. K normal oldugundan yapisal ve birebirdir (isterseniz bir kez
de bundan Cks smifinin 6z simf oldugunu elde edersiniz). Geriye sadece bu
fonksiyonun érten oldugunu géstermek kaliyor. Orten olmadigin varsayalim
ve K = min(Cksz\K[STs]) olsun. Sonludtesi tiimevarimla her ai¢in Ry < &

36N, yerine wq gosterimi de kullanilmaktadir.
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oldugu K fonksiyonun tanimindan dogrudan goriiliir. Demek ki K[Srs] C k.
Bu ise Srs « K[Srs] < k bagntisin verir ki Srs 6z smif ve s bir kiime
oldugundan bu bir geligkidir. m

Boylece sonsuz cokluk sayilarimizin dizisi atlamalarla asagidaki gibidir:

Ro, Ny .o Ry Rz ooy Nz, oy Regs - (2.17)

Biz 8y = N < pP(N) =!2% oldugunu biliyoruz. Ayrica ¢ := fR =
12% oldugunu da biliyoruz. Xg < ¢ oldugundan ¢ cokluk sayimizda bu
say1 dogrusu iizerinde olacaktir. Cantor gergek sayilarin herhangi bir son-
suz altkiimesinin cokluk sayisim ya Rg ya da 1280 olduguna ve ¢ cokluk
sayisinin Ng’dan sonra gelen ilk ¢okluk sayisi olduguna inaniyordu. Yillarca
basgarisizca bunu kanitlamak icin ugrasti. Siireklilik Hipotezi olarak bi-
linen Cantor’un meshur sanisi

(CH) : % =128 =¢ (2.18)

oldugudur. Bu sam1 Hilbert’in Paris’te matematik¢ilere sundugu 6nemli
problemlerin birincisidir ve her « sira sayisi i¢in

Na—i—l :!QNO‘

Genel Siireklilik Hipotezine genisletilmistir.

“Temel sorularin ele alinmasina o6rnek olusturmak tizere,
her matematik problemin ¢oziilebilirligi tezini seciyorum. Hepi-
miz bundan eminiz. I¢imizde siirekli olarak duydugumuz su ses
matematikle ugragsmanin ana heyacanini verir: Iste problem,
¢OzUmii ara; sen onu saf diiginceyle bulabilirsin. Ciinkii ma-
tematikte bilemeyiz yoktur” (Hilbert [32]).

Hilbert’in bu soylu ve yiirekli soylemine kargin her seyi bilemeyecegimizi
ogrenmek zorunda kaldik. Cantor’un bagarasizliginin nedeni ne problemin
zorlugundan ne de Cantor’un yeterince zeki olmamasindan kaynaklaniyor-
du, bunun nedeni hi¢ beklemedigimiz yerlerdeydi!

Teorem 2.15.9 (Gédel) ZFC celiskisiz bir kuramsa ZFC+c = XN; de
celiskisiz bir kuramdar.

Teorem 2.15.10 (Cohen) ZFC celigkisiz bir kuramsa ZFC+c = Xy
de celiskisiz bir kuramdar.

Bu durumda ZFC kuraminda ne (CH) ne de =(CH) kamitlanamaz! Bu

bizim alisik olmadigimiz bir durumdur. Dogru ortaya konmus bir problemi
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yeterince zekiysek mutlaka c¢ozecegimize inancimiz tam iken bu sonuglar
bize Syle olmadigim soyliiyorlar! Iste tertemiz bir problem: (CH)! Istedigi-
miz kadar zeki olalim ve istedigimiz kadar zaman ayiralim, ZFC kuraminda
ne (CH)’yi ne de =(CH) yi kanitlayamayiz! Kesin olan bir ey en az bir
o icin ¢ = R,. Iyi de ¢ cokluk sayisimm (2.17) dizisindeki tam yeri ne-
residir? 1905 yilinda Koénig tarafindan ¢ # Ry, oldugunu kanitlamistir.
Daha once aligik olmadigimiz durumlarla kargilagiyoruz. Biz en az bir «
igin ¢ = N, oldugunu biliyoruz ama bu « ¢okluk sayisinin hangisi oldugunu
ZFC kuraminda s6yleyemiyoruz! Bu sonug su sekle dontistiiriliirse daha da
trajik olur: Aksiyomlarimiz en ¢ok hasir nesir oldugumuz gercek sayilarin
coklugunu bilmemize izin vermiyorlar!

Ja ¢ = Ny, a =7 Bilemeyiz!

Simdi Srs? := Srs x Srs smifim iyi siralayacak ve ardindan iki son-
suz ¢okluk sayinin carpim wve toplamlarinin bu sayilardan buylgine egit
oldugunu soyleyen Hessenberg Teoremi'ni kanitlayacagiz. Simdi <* =
(k1,k2) ve p* = (w1, p2), Srs® sifinm iki 6gesi olsunlar. maxk* :=
max{ki, ka}, ve max u* := max{pu, u2} olmak tizere

max k¥ < max pu*
K < p* <= ¢ maxkr* =maxp* Ak < 1
max K* = max u* A K1 = 1 A ke < U

olarak aciklansin. Bu siralama ¢ok kolay gorsellestirilebilir. Pozitif z—ekseni
tizerine soldan saga ve pozitif y—ekseni iizerine agagidan yukariya tiim sira
sayilarim siralarina sadik kalarak yerlestirdiginizi diisiiniiniiz. Béylece Srs?
siifinm Sgelerini birinci bolgeye yerlestirelim. Her o > 1 icin K, ile Srs?
smifinin, koseleri (0,0), (0, «), (o, 0), (a, &) olan karenin [(a,0), (o, )] ve
[(0, @), (v, )] kenarlar: tizerindeki noktalarmin kiimesini gosterelim. Ayrica
Ky = {(0,0)} olsun. Basitge soylersek a < f ise K, kiimesindeki her
6ge Kp kiimesindeki 6geden < bagmtismma gore once gelir. K, kiimesi-
nin 6gelerinin kendi aralarindaki siralamalari ise kiigiikten biiyiige soyledir:
Once z—eksenine paralel olan [(0, @), (a, )] kenari iizerideki 6geler soldan
saga, (o, «) harig¢ siralanir, ardindan y—eksenine paralel [(a, 0), («, «)] ke-
nar1 tizerindeki noktalar agagidan yukariya siralanirlar.

Onerme 2.15.11 (Srs?, <) iyi siralanmastar.

Kamt. Srs? smifinin < ile dogrusal siralandigini gérmek gercekten ko-
laydir. Simdi bunun bir iyi siralama oldugunu gosterelim. Bir () # A* C
Srs? altkiimesi verilsin. Bu durumda A := {maxk* | k* € A*} sira sayila-
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rinin bogtan farkli bir altkiimesidir. « := min A olsun.

AL = A"NK, ={r" € A" | maxr™ = a} ve
A = {Iﬂ | Jk* = (Hl,ﬁg) S A:;}

olsun. Elbette ) # A; C Srs ve py := min Ay olsun. u < « ise (u1, ) =
min A*. p1 = « ise pg = min{ka|(a,k2) € A%} olsun. Bu durumda
(a, pi2) = (p1, p2) = min A*.
k* € Srs? keyfi verilsin. Bu 6genin Srs?’deki uzantisim kisaca u(k*) ile
gosterirsek
(k") € (maxk* +1) x (maxk* +1)

olur. (max k*+1) x (max k*+1) bir kiime oldugundan u(x*) da bir kiimedir.
[

Teorem 2.15.12 (Hessenberg) x ve A\, en az biri sonsuz olan iki ¢okluk
saysy ise k + X = max(k, A). Ayrica bu sayilardan hi¢biri 0 degilse Kk x A =
max(k, \).

Kanit. (Srs?, <) iyi siralanmig bir 6z smiftir. Iyi siralanmig 6z smiflar
kurami kesin belli oldugundan tek olarak belirli bir F : (Srs?, <)——(Srs, <
) esyapt doniisiimii vardir. Her « sira sayisi icin « x a kiimesi Srs?’de (0, )
6gesinin uzantisidir. Dolayisiyla F(0, o) = Flax o] kiimesi tek olarak belirli
bir f(«) sira sayisinin uzantisidir. Béylece elde ettigimiz f : Srs — Srs
doniigiimii kesin artandir ve dolayisiyla her « igin Fla x o] = f(a) >
a’dir((2.10.3)(1)). Biz ilk olarak

(x) Va f(Ry) =R, dolayrsiyla Ry, Ry = Ny,

oldugunu kanmtlayacagiz.
Her seyden once her a i¢in Flax a : a X a & f(«) bir tameglemedir. Do-
layisiyla her « icin f(a x ) = ff(«). Buradan eger f(X,) = N, kanitlanirsa

Noz = hNa = h(Na X Na) = hNa*hNa = Na*Na

elde edilir.

Once savimiz1 Xy icin kanitlayalim. Zaten f (Xg) > Vg oldugunu biliyoruz.
Simdi f(Rg) > Ny olamayacagim gorelim. Ry = w oldugunu gozetirsek F[w x
w] = f(w) > w oldugunu varsayalim. Boylece w € Flw X w], ve F bir
tamegleme oldugundan tek olarak belirli (m,n) € w x w ile F(m,n) = w
olur. k := max(m,n) + 1 olmak iizere (m,n) < (0, k) oldugundan

w=F(m,n) < F(0,k) = F[k x k]
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elde edilir. Bu ise bize
w=lw<tlkxk)=ksk=k <w

geligkisini verir. Boylece Flw X w] = f(w) = w.

Simdi C := {a| f(Rq) > Ra} # 0 oldugunu varsayalim ve a := min C'
olsun. o > 0. Tanim geregi R, < f(R,) = F[Ry x X,], dolayisiyla N, €
F[R, x X,]. Bu nedenle tek olarak belirli 0* = (01,02) € R, X R, ile
F(0*) = R,. Ancak R, xR, ise Srs2'de (0,R,) 6gesinin uzantisi oldugundan
maxo* < N, ’dir. R, bir limit sira sayisi oldugundan p := maxo* + 1 <
N,, dolaysiyla (01,02) < (0,p) olur. Buradan da R, bir ¢okluk sayisi
oldugundan bir yandan g := fp < X,, diger yandan

N, = F(O’l,O'Q) < F(O,p) = F[pX p]
olur. Son bagintidan ve a’nin minimal 6zelliginden
No <h(p x p) =lbp*ph=RgxNg =Ng <N,

elde edilir ki bu bir geligkidir. Boylece (*) kamitlamigtir ve her v igin f(R,,) =
N, dolayisiyla N, * Ny = N,

Simdi k ve A en az biri sonsuz olan iki ¢okluk sayis1 ve gbk. £ < A olsun.
Toplam ve ¢arpimin monotonlugundan () ile

A=0F+A<KEFA<AFA=A52< A5 A=)
ve ayrica Kk > 0 ise
A= A1 < Axr < Ax A=)
elde edilir. m

Sonug 2.15.13 1. Her sonsuz c¢okluk sayisi k ve her 0 < n < w ¢in
K" = K.

2. k ve X ¢okluk sayplar, 2 < X <I2F ve k > w ise I\F =127, Ozellikle
Ikl =12k,

Kanit. 1. K x kK = kK egitliginden yola ¢ikan ve Hessenberg Teoremi’ni
kullanan basit bir tiimevarimla kanitlanir.

2. Ussiin zayif monotonlugundan ((2.13.10)(3)):

126 <IAF <LI(127)F =12k =I2K m

Ornek 2.15.14 Her seyden 6nce lw® =129 = ¢ olur. Aslinda Sonug
2.15.13 (2) ilging bir gergegi dile getirir: Sonsuz bir A kiimesinden bir
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B kiimesine olan fonksiyonlarin ¢oklugunda A kiimesi daha belirleyicidir.
Ozellikle 2 < §B < §P(A) oldugu siirece bu cokluk degismez ve jP(A)’ye
esittir. [J

Ornek 2.15.15 k > w bir cokluk sayisy, p ise 1 < p < Kk kosulunu
saglayan bir baska cokluk sayisy olsun. A bir kiime ve A = Kk ise A’min
dgelerini her bir 6gesi tam p kez bulunacak bi¢imde bir (ag)e<, dizisine
dontstirebilecegimizi kanitlayacagiz. Bazi problemlerin ¢oztimiinde bu tiir
diziler igimize yaramaktadir. Hessenberg Teoremi'nden dolayi k * y = k.
Dolayisiyla A x p =: A* kiimesinin ¢oklugu «’dir. Dolayisiyla bir f : kK = A*
tameglemesi vardir. Her £ € s icin f(&) = (ag, v¢) olsun. Ikinci koordinatlar
unutarak elde ettigimiz (a¢)e<, dizisi istenen kogulu saglar. O

Ornek 2.15.16 A kiimesi sonsuz ve 1A = k ise S(A) == {f|f: A= A}
tameslemelerinin kimesinin gictnin 12" oldugunu gdsteriniz. (2.15.13) ten
1A =!k" =12 oldugunu biliyoruz. S(A) C 4A oldugundan 5S(A) <!2F =
1P(A). Her f € S(A) igin sabf := {z € A| f(z) = =} olsun. A kiimesinin
tek 6geli altkiimelerinin giicii fA’dir. A sonsuz oldugundan ise A kiimesinin
tiimleyeni en az iki 6geli olan altkiimelerinin Pa(A) kiimesinin giicli yine
P(A)'nn giicline esittir.

¢ S(A) = P(A) (f ~ sabf)

fonksiyonunun resmi Py(A)’yi kapsadigindan (6dev, prob. 4.0.2’ye bkz.)
1P2(A) =127 < §S(A). Boylece §S(A) =I2%. O

Ornek 2.15.17 Cantor herhangi bir « sira sayisi i¢in [Ny, No41) aralik-
larimi ve ayrica [0,w) araligini say1 simflar olarak adlandirir. W,41 = R, U
[Re, Rot1) oldugundan

Nyt1 = maX{Na, ﬂ[Na, NaJrl)} = h[Naa Na+1)

olur. [y, Ry41) araligl tam da glicli X, olan tiim sira sayilarinin kiimesidir,
dd.
Re, Roq1) ={B8 € Srs| B~ N, }.0

Ornek 2.15.18 Problem: Diizlemin oyle bir altkumesini bulunuz ki, y-
eksenine paralel her dogruyu tam bir noktada, x-eksenine paralel her dogru-
yu ise sonsuz noktada kessin. Boyle bir kiime elbette bir ¢ : R — R
fonksiyonunun grafidir. Simdi R ’de

2Ry <=z —ycQ

ile bir denklik bagintisi tanimlayalim. Her bir denklik sinifi bir r € R ile
r+Q tipinde oldugu icin her bir denklik sinifinin ¢okluk sayis1 Ry’dir. Diger
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yandan r = §(R/R) dersek, R = (J, g /g P bir ayrik birlesim oldugundan
¢ = kxNg olur. ¢ : R - R/R boliim doniigiimii érten oldugundan x < ¢ olur.
No < ¢ oldugundan Hessenberg Teoremi’den x = ¢ olmahdir. f: R =2 R/R
bir tamesleme ve her ¢ € R igin p, := f(c) olsun. Her bir p. kiimesi R’de
yogun ve {p.}cer ise R kiimesinin bir pargalanigi oldugundan

g::Upcx{c}§R2
ceR

kiimesinin gu iki 6zelligi vardir: (1) g kiimesi y-eksenine paralel her dogruyu
tam bir noktada keser; bu g : R — R demektir. (2) g fonksiyonu her
¢ € R degerini herhangi bir (a,b) araliginda sonsuz kez alir, tam da p. N
(a,b) noktalarmda! Elbette g fonksiyonu bir Darboux fonksiyonudur ve
hicbir yerde siirekli degildir ama her aralikta aradeger ozelligine sahiptir.
Bu ornekle aradeger 6zelliginin siirekli fonksiyonlara ¢zgii olmadigini bir
kez daha kanmitlamig olduk. [J

Teorem 2.15.19 « > w bir ¢cokluk sayist olsun. Her o € Kk igin bir A,
kiimesi §Aq < k  olacak bicimde werilsin. Bu  kosullarda

1(Uaex 4a) < 5.

Kanit. Her A, kiimesi x x {a}'nin bir A% altkiimesi ile eggiiglidiir ve
Uaer A € £ X & oldugundan

h(UAa)SH(UAZ)SIJ(HXE):/{*H:/@.

aEkR ack

]

Ozel olarak r = w ise bu teorem daha 6nce bagka yontemlerle kanitladig-
miz sayilabilir coklukta sayilabilir kimelerin birlesimi de sayilabilir oner-
mesine dontisiir.

Onerme 2.15.20 ) bir sonsuz cokluk sayist olsun ve her a < X i¢in kg > 0
cokluk sayilar, verilsin. Bu durumda

Z Ka = A % Sup Ko = max{\, sup kq }.
Q<A a<A a<A

Kanit. k1= sup,.y ka Ve 0 = ). ) Kq olsun. Her a < X igin ko < K
oldugundan

USZ/@:/\*n:max{)\,m}.
a<A



218 2. CANTOR KUMELER KURAMI

Diger yandan her o < A i¢in 0 > ko > 1 oldugundan o > > ;1 = A
Ve 0 > SUpP,«) Ko = k. Dolayisiyla 0 > max{\,k} = A* k. ®

Ornek 2.15.21 X bir sonsuz kiime ve k = 1X olsun. Her n € w ic¢in
[(X]":={z C X |z =n} ve [X]* :={z C X |z <w}

ise her 1 < n < w igin (X" = §[X]|~ = k oldugunu gosteriniz. Her
seyden énce 1 < n < w icin k£ < f[X]|" oldugu asikardir (prob. 2.15.3).
Diger yandan

X”—)[X]n((ajl,-.~,$n)”"{mlv""x”})

orten oldugundan (2.15.13) (1) ile [X]™ < X" =Ik" = k. Sonugta §[X|" =
k. [X] = U, < [X]™ oldugun ise (2.15.20) ile & < [ X]<* < max{No, k} =
k elde edilir ve igimiz biter. [J

Ornek 2.15.22 V, W birer K vektor uzayr, B ise bu V wvektor uzayinin
bir bazi, k= §W ve p:=tB olsun. Homg(V,W) ile K dogrusal f : V —»
W donustumlerinin kiumesini gosterelim. Bu durumda

nHomg (V, W) =lkt, ayrica gK > Ng, u > Ng ise iV = 1K« 4B

oldugunu gosteriniz.

(1) Her f: V — W dogrusal dontisiinii tek olarak belirli bir g := f|B :
B — W dontsiimii verir ve tersine her g : B — W doniisiimi tek
bigimde bir f: V — W dogrusal doniigiimiine genigletilebilir. Bu nedenle
hHomy (V, W) = tBW =!xH.

(2) Simdi v := K > Rg, g > g olsun. K* := K\{0}olmak tizere K*xB —
V ((k,x) ~» kz) doniigiimii birebirdir. Bu nedenle v * p < V. Diger yandan
her 1 <n < w ve her b = {b1,...,b,} € [B]" i¢in

Wy i={ > kibi|ki,... .ky € K} ~ K"

1<i<n

oldugundan §WW, = v® = v. Her 1 < n < w i¢in V,, := Ube[B}n Wy, dersek
(2.15.20) ve (2.15.21) ile §Vp < > g Wy < px v olur. Vo= Ui,y Vi
oldugundan ise §V < Wg * (% v) = p * v olur ve igimiz biter. O

Ornek 2.15.23 R nin Q vektor uzayr olarak boyutunun ¢ oldugunu goste-
riniz. Her seyden 6nce R’nin Q vektor uzay: olarak boyutu sonlu, 6rnegin
n olamaz. Cilinkii bu bize R «~» Q", dolaysiyla ¢ = Ny ¢eligkisini verir.
Dolaysiyla B, R’nin bir Q baz ise p = §B sonsuzdur. (2.15.22)’den ¢ =
w* Ng = p elde edilir. [J

Ornek 2.15.24 Tam 12¢ ¢oklukta siirekli olmayan toplamsal f : R — R
dontgimlerinin varligini kanitlayiniz. Her seyden 6nce (2.15.13)’ten 2 <
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¢ <!12° oldugundan !¢¢ =!2¢ elde edilir. f : R — R bir toplamsal fonksi-
yonsa, dd.

Vo,y e R(f(z+y) = f(z) + f(y))

ise 6nce timevarimla f’nin N dogrusal, ardindan da sirasiyla Z ve Q dogrusal
oldugu kolayca goriliir (Prob.(4.0.8)). R’ nin R-boyutu 1, Q-boyutu ise ¢
oldugundan 6rnek 2.15.22 ve 2.15.23’ten

tHomg(R,R) =!¢¢ =12¢ > ¢ =lc! = Homg (R, R)

elde edilir. f : R — R fonksiyonu Q-dogrusal ve ayrica stirekli ise R-
dogrusal oldugunu gérmek igin temel analiz bilgisi yeterlidir (prob. 4.0.9).
Boylece 12 toplamsal dontigiimden siirekli olanlar ¢, siirekli olmayanlar ise
12¢ ¢okluktadir. [

Onerme 2.15.25 \ bir cokluk sayisi olsun ve Cks\{0}’da bir (ka)a<x
dizisi verilsin.

1. A <w ve en az bir kK, sonsuz ise

*
H Ko = SUP Kq.

Q<A a<A

2. X > w ve ayrica (Ka)a<x dizisi artan, dd. a < f < X ise Ko < Kg
olsun. Bu kosullarda

Kanit. 1. Hessenberg+Tiimevarim.
2.a. K 1= SUPy ) Ka Olsun.

ﬁ Ko < f[ k=K.

a<A a<<

2.b. A bir sonsuz ¢okluk sayisi oldugu igin (2.15.12)’dan dolay: bir f :
A X XA 2 X tameglemesi vardir. Her bir a € A i¢in A, := f[A X {a}] olsun.
Elbette {Aq}acx kiime ailesi A kiimesinin bir parcalamigidir ve her « igin
A, = A. Diger yandan A, kiimesi A kiimesinde iistten simirh degildir.
Gergekten de bir an igin 4, C 8 < A oldugunu varsayalim. fA, = A
oldugundan (2.5.6) ile 5 «~ A olur ki bu A’nin bir ¢okluk sayisi olmasiyla
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gelisir. (Ko )a<) dizisi artan ve A, kiimesi A’da tistten siirli olmadigindan
SUpPgea, Kip = k. Ayrica daima ko > 1 oldugundan

H Kg = sup kg = K.
ﬁeAa 5€A(X
Buradan da not 2.7.3 (5)’teki gruplama 6zelligi ile
Hliaz H( H Kg) > Hn:!m)‘
a<A aEX BEAL aEX
elde edilir ki bu (2.a) ile birlikte savi kanitlar. m

Not 2.15.26 Bu 6nermede A ¢okluk sayis1 yerine bir 5 € Srs\Cks sira
sayist alirsak savimiz genelde dogru kalmaz. Ornegin 8 = w + 1 olmak
tizere her n € w i¢in k, = 1 ve kK, = Ny olsun. Bu kogullarda 5 = Ny ve
SUD < g Ko = No, dolayisiyla [T5_ 5 ka = Ro <INJ® =l(sup,p ka)fP. O

Not 2.15.27 1% 2% 3% 4x--- =[]], ., n =!(sup,,n)* =lw* = c¢. Her
n > 1 dogal sayis1 i¢in 1%2%- - -%n = 1x2X---xn olmasma karsmn [[],,..,
cokluk carpimi analizde 6grendigimiz Hzg n sonsuz carpimindan tiimiiyle
farkl bir kavramdir. Bu sonuncu ¢arpim iraksaktir ve bir deger verilmek
istense bu 400 olarak aciklanir. J

Teorem 2.15.28 (Konig, J.) 1 bir kime olmak dzere her i € I igin
ki ve Ay cokluk sayplary her i icin k; < X\; olacak bicimde verilsinler. Bu

durumda . §
Z Ky < H A
iel icl
Kanit. 1. Her i € [ igin k; < \;, dolayisiyla k; C A; oldugundan \;\k; #
0. Segme Aksiyomundan dolay: bir b = (8;)ier € [[;c;(Xi\ks) vardir. Simdi

bir
gj t Rj— H )\z‘
i€l

birebir fonksiyonunu her a € x; i¢in gj;(a) 1= o ve i # j icin gji() := s
olmak tizere gj(c) := (gji(a))ier olarak aciklayalim. g; doniisiimii £; kiime-
sini ¢arpim uzayina b seviyesinden gémen déniisiimdiir. k} := g;[k;] olmak
lizere k; «~ k7. Ayrica @ # j i¢in k] ve 7 kiimeleri, bu kiimelere ait nok-
talarin tanim geregi . ve j. koordinatlar1 farkli olduklarindan ayriktirlar.

Boylece
Zﬁi:h<|_|nf) ve |_|/£f QH)‘Z'

icl i€l i€l i€l
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oldugundan

> ri <]
el i€l
olur.
2. Simdi ise her i € I icin A; C [],c; Ai kilmeleri §A4; < r; olacak bicimde
verildiginde asla | J;c; A; = [[;c; A: olamayacagini gésterecegiz; bu ise érten

bir
hZUIiiX {Z} —)1_1/\Z
iel i€l
dontiisiim olamayacagi anlamina gelir ve igimiz biter. Burada yine Cantor
kosegen yontemiyle bir o = (0)ier € [[;c; Ai 6gesini, i. koordinati olan
0;'yi A; kimesinin her bir 6gesinin i. koordinatindan farkl olacak bicimde
sececegiz. P; kiimesi A; kiimesinin j. izdiigimii olsun, d.d

Pj = {a;j|Ja = (a;)icr € Aj}.

1P < hA; < k; < A; oldugundan A\;\P; # (. Se¢gme Aksiyomundan dolay:
her i € I igin o; € A\;\ P; 6gelerini segebiliriz. Simdi o = (03)ier € [[;cr Ni
Ancak A; kiimesinin 6gelerinin 4. koordinatlar1 ¢;’den farkl oldugundan
her i icin o ¢ A;, dolayisiyla o & (J;c; Ai. m

Not 2.15.29 Cantor teoremi Komg Teoremi’den hemen kazanilir. x bir
cokluk sayisi olmak tizere Konig Teoremi’den

nzZl<H2:!2“.D

a<rk a<k

Not 2.15.30 Koénig Teoremi’nde bir tek ¢ icin bile x; = \; olsa artik
kesin esitsizlik olmasi gerekmez. Ornegin I = w, kg =X =¢, ve 1 <n < w
icinse k, = Ng, A\, = ¥ olsun.

(2.15.2 (2.15.12)
g Kn Ng*supmn—No* = "¢

new new

Diger yandan

T1h =0 T 202l sup 2

new 1<new 1<n€cw

2.15.13 2.15.12
= c*!N?O ( = ) cx12%0 ( = ) c.d
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Onerme 2.15.31 I bir kiime olmak tizere her i € I 1¢Iin Ky > 2 1se
S wITn
icl icl
Kamnit. 1. I = {ig,...,i,} sonlu bir kiimeyse dogal bir
f:umix{i}HH/{i
icl icl

goémme fonksiyonu vardir: f(«y, i) := (0, .., 0, (ixi,'-, 0,..,0). Sav buradan ¢ikar.
2. Simdi I bir sonsuz kiime olsun. p := i olmak iizere

u<!2¢ ::]f[Q f;]%[f%.

il il

M o* I]:Ki:: I]:K@

icl i€l

Bu nedenle

Bu ve

Fo T I — | i < {3 ((f.8) ~ (f(0), )
il icl
doniigiimiiniin orten olmasi savi verir. m

Problem 2.15.1 Asagidaki onermeleri kanitlayiniz.
1. Va (o = min{5 |  « a} Ao = fa).
2. Va o < a.
9. Yo, B(a < f = ta < 4f).
4. k € Cks = Va(a < k< fa < K).
5. F bir fonksiyon ve tanF' bir kiime ise tresF < gtanF.

Problem 2.15.2 K : Srs — Cksz fonksiyonunun yapisal oldugunu kanat-
layinaz.

Problem 2.15.3 Her X kiimesi i¢in 1 X < t[X] oldugunu gosteriniz.

Problem 2.15.4 \ bir ¢okluk sayisi, (Ko)a<x ¢okluk sayilarinin bir artan
dizisi olsun. sup A = X kosulunu saglayan her A C X i¢in sSup,ecg ko =
SUPy< ) Ka Oldugunu gosteriniz.

Problem 2.15.5 Onerme 2.15.31°de “her i € I icin k; < 2” kosulunun
nigin gerekli oldugunu soyleyiniz.
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2.16 SONDASLIK, DUZENLI VE TEKIL
COKLULKAR

Bu boliimde bir tiir ulagilabilme 0l¢iisii olan sondaslg: 6grenecegiz. Bir o sira
sayisiin sd(a) sondaghg kisaca, ona yakinsayan kesin artan (o)< dizilerinin
A ¢okluk sayilarinin minumumudur. Bu bize kesin artan bir diziyle « sira sayisina
sd(a) adimda ulagabilecegimizi, buna karsin g\ < sd(«) ise v sira sayisiin higbir
kesin artan (o )e<y dizisinin limiti olamayacagim soyler. k = sd(k) olan ¢okluk
sayillaria diuzenli, diger cokluk sayilarina ise tekil cokluklar denir.

w limit sira sayisinin her n € w igin
A, =2"N={2".0,2"-1,2"-2,2".3,...}

altkiimelerini tanimlayalim. Iyi siralanmig w kiimesinin altkiimeleri olarak
tiim bu kiimelerin bir ortak 6zelligi her birinin w’da iistten sinirli olmama-
laridir. Bagka deyigle her n i¢in w = sup A,. Herhangi bir A limit sira
sayisinin herhangi bir x C X altkiimesi \’da iistten simirli degilse, dd.
supx = A\ ise x kiimesi A’da sondastir diyecegiz. Ancak 6nce tanimi daha
genel tutacagiz.

Tanim 2.16.1 (X, <) kismi swralanmag bir kiime olsun. A C X, ve f :
Y — X wverilsin.

1. A kiimesi X ’te sondastir : <= Vr € Xdae A x <a.
2. f:Y — X, X’te sondagtir <= f[Y], X ’te sondastor.

3. sd(X) := min{gA| A kimesi X 'te sondasti} cokluk sayisina X ’in
sondasligr denir.

Sondas kavramanin ikilisi olan bastas taniminiy okuyucuya birakiyoruz.

Ornek 2.16.2 Ornegin (Z, <) siralanmig kiimesinde herhangi ag < a;
ag < <o, bp < bp < by < -eey s < ah < @) < oaf ve - < b
b} < b dizileri verildiginde A = {ag, a1, aq,...}, B = {by,b1,ba,...}, A =
{ap,dy,ab, ...} ve B" = {bj,b},b),...} olmak iizere A ve B sondas, A’ ve
B’ ise bagtastir.

Yine dogal siralamayla alinmig Z, Q ve R kiimelerinde N kiimesi sondagtir.
Dogal siralamayla almmig (0,1) C R araliginda {5 |n < w} sondastir ve
{21 < n <w} bastastir. O

<
<

Ornek 2.16.3 wnin her sonlu altkiimesinin bir maksimumu olacagindan
bu altkiime sinirhidir ve w’da sondas olamaz. Diger yandan ornegin tek
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dogal sayilarin kiimesi w’da sondagtir. w kiimesinin her sonsuz altkiimesinin
giicii Xy = w oldugundan bdylece sd(w) = w elde ederiz. O

Ornek 2.16.4 )\ herhangi bir limit sira sayisi olmak {izere {R, | < A}
kiimesi R kiimesinde, tanim geregi Xy = sup, ) N, oldugundan, sondasgtir.
Ozellikle {X,, | n < w} kiimesi X,, kiimesinde sondastir ve ikinci 6rnektekine
kosut bir irdelemeyle sd(X,,) = w oldugu kolayca goriiliir. Ancak biz w < X,
oldugunu biliyoruz! [J

Simdi bizi ilgilendiren iyi siralanmas kiimelere donelim. (X, <) iyi siralan-
mig bir kiime olsun. A kiimesinin X’de sondag olmasi A kiimesinde iste-
nildigi kadar bliylik 6gelerin olmasi demektir. Eger 3max X =: m ise A
kiimesinin sondas olmas igin gerek ve yeter kosul m Ogesini icermesidir.
Bu durum ilging degildir. Herhangi bir ) # A C X altkiimesi verilsin.
Jdmin A oldugundan A kiimesi alttan sinirlidir ve bastashk ilging degildir.
iyi siralanmig bir kiimenin herhangi bir altkiimesine sinirsizdir dedigimiz-
de kastedilen elbette ancak istten siarl degdildir olabilir. Ilging olan tek
durum X kiimesinin biiylik 6gesinin olmadig1 durumda sondasgliktir. Bu
durumda ise

A kiimesi X’te sondastir <= Vo € X3Ja € A(x < a)
— A, X'te sinirsizdar.

« bir ardilsa, dd. bir §ile a = § 4+ 1 ise A kiimesinin a’da sondag olmasi
icin gerek ve yeter kosul 8 = o — 1 = max« 6gesinin A’da olmasidir. Bu
durumda A = {8} kiimesi a’da sondag oldugundan ve «’da sondas her
kiime 8 6gesini icereceginden sd(a) = 1 olur. Ozetle sondaghk ancak limit
sira sayilar icin ilgingtir. Olay1 bizi gercekten ilgilendirecek durumda dile
getirelim. a bir limit sira sayist ve z C a olmak {izere:

x kiimesi o’da sondastir. <=V € a3 € x (f < < a).

<= z, o’’da istten sinirh degildir.

+
<= supx = supzx = Q.

Simdi
a € Lim = sd(a) > w (2.19)

oldugunu savunuyoruz. Gergekten de x C « sonlu bir kiimeyse
supr =maxz €x C o = supz € «o

, dolayisiyla supx < « olacagindan = kiimesi a’da sondag degildir. Bu ise
sd(a) > w demektir.
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Onerme 2.16.5 « € Lim olsun.

1. sd(a) = min{B|3f : B — a yapsal ve sondas}.

2. o’man wyi siralanmas kiime olarak sd(«) ile esyapily olan bir altkimesi
varder.

3. Her a € Srs igin sd(a) bir ¢cokluk sayisidar.

Kanit. 1. “ <7 : A:={p|3f : § — « yapsal ve sondas} olsun. f :
B — « yapisal ve sondas ise ff[f] = 18 < B ve f[B], a’da sondasg
oldugundan tamm geregi sd(a) < min A.

“>7: z kilmesi a’da sondag ve k := sd(a) = fjz olsun. k € A oldugunu
kanitlayacagiz. g : £ = x bir tamesleme olsun. Her £ € & i¢in z¢ := g(&) ol-
sun. Tekrarlamali teorem yardimiyla yapisal bir f : k — « doniigimiini su
bi¢imde bulabiliriz. i) f(0) = . ii) 8 < k ise

f(B+1) = max{zg, f(5) +1}.

a bir limit sira sayisi oldugundan elbette f(8 4+ 1) < « olur. iii) A <
k bir limit swra ise f(A) = sup f[A]. Her < X i¢in f(8) < a ve A <
sd() oldugundan f[)\] kiimesi a’da sondag olamaz! Oyleyse sup f[\] < o
ve dolayisiyla f(A) < a.

f Kk — « tamm geregi yapisaldir (hatta siireklidir). f aymi zamanda
o’da sondagtir. Gergekten de 8 < a keyfi verildiginde x kiimesi o’da sondas
oldugundan bir £ € & ile § < z¢ < a olur. Buradan ise

B<ze < flE+1)<a

elde edilir ve bu f[x] kiimesinin a’da sondag olmasi demektir.
2. f fonksiyonu (1)’in kanitindaki fonksiyon olmak tizere k ve f[k] esyapili-

dir.
3. Dogrudan tanimdan gikar. m

Not 2.16.6 x = sd(«) oldugunda yukarida kamtta bir normal sondag f :
k — a doniiglimii tanimladik. o sira sayisinin sd(a) sondashgr (2.16.5)(1)

geregince « ile sondas olan x C « altkiimelerinin sira sayilarinin en kiigiigii-
diir. OJ

Tanim 2.16.7 Bir a € Lim sura sayisina sd(a) = « ise dizenli , sd(a) <
a ise tekil denir.

Her seyden 6nce « diizenli ise sondagligin tanimindan dolay:1 bir ¢okluk
sayisidir. w diizenlidir ancak N, tekildir.
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Onerme 2.16.8 1. Ya sd(a) < ja < a.
2. x kimesi a’da sondas ise sd(a) < srsx.

3. o’da verilen (B¢)e<y dizisi kesin artan ve o’da sondas ise sd(\) =
sd(a).

4. Her o igin sd(sd(«)) = sd(«), dolayisiyla sd(«) dizenlidir.
5. VA(X € Lim = sd(\) = sd(Ry)).

Kanit. 1. ja < o biliniyor. Her tamesleme [ : foo 2 « sondag oldugundan
sd(a) < ha.

2. B :=srsx ise 3h: f—x. (2.16.5)(1)’den sd(«a) < B.

3. x, N'da sondag ise {f¢|¢ € «} kiimesi a’da sondagtir. Bu nedenle
sd(a) < sd(N).

Simdi y C a kiimesi o’da sondag olsun. Her 7 € y i¢in en az bir u(n) € A
Ogesi n < By olacak bicimde vardir. {u(n) |7 € y} kiimesi \’da sondastir
ve dolayisiyla sd(\) < sd(«).

4. f:sd(a) — a ve g : sd(sd(a)) — sd(«) doniigiimleri sondas iseler
fog:sd(sdla)) — « de sondagtir ve (2.16.5)(1) ile sd(a) < sd(sd(«))
olur. Diger yandan zaten sd(sd(a)) < sd(c).

5. A € Lim olmak {izere (Ry)a<y dizisi Xy’da sondas oldugundan (3)’ten
sd(Ry) = sd()\). Ozellikle

]
Teorem 2.16.9 1. N1 dizenlidir.
2. X bir limit sira sayist ve A < Ny, ise Ny tekildir.

Kanit. 1. R, ¢oklugunun tekil oldugunu varsayalim. sd(Rg41) < Rot1
ve sd(RNy41) bir ¢okluk sayis1 oldugndan sd(Ra41) < X, olur. Bu durumda
bir z C N,11 sondag altkiimesi gz < R, ve supz = N,41 olacak bigimde
vardir. Bu bize (2.15.20) ile agsagidaki geligkiyi verir:

Not1 = Ng1 =fsupz = h(U x) < max{hx,sgup 1€ = R,
€x

2. (2.16.8)(5) ile sd(Xy) = sd(A) < A < Xy elde edilirki bu savi verir. m

Teorem 2.16.10 Bir sonsuz k ¢okluk sayist i¢in asagidaki onermeler denk-
tirler.
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1. Kk diuzenlidir.
2. Ve (x CkAfjz < k= supz < K).

3. I bir kiime, §I < k ve her i € I i¢in k; ¢okluk sayilar ve k; < Kk ise
Yoicr i < K.

Kanmit. (1) = (2) : Bir x C Kk Az < K igin supz = k olsaydi tanim
geregi sd(k) < fz < k olurdu ki bu x'nin diizenli olmasiyla geligir.

(2) = (3) : Bir an icin savimizin yanlg oldugunu varsayalim ve ) ;. ; r; >
k olup savi bozan bu tip I kiimelerinin arasindan ¢oklugu en kiiciik olan
bir I secelim. Elbette I bir sonsuz kiime olmak zorundadir. p := §I ve

f : p = I bir tamegleme olsun. Her «a € p igin

Vo := Z kf) = Z Kf(B)

p<a Bea+1

olsun. Her sonsuz cokluk sayisi bir limit sira sayisi oldugundan a+1 < p =
il ve p bir ¢okluk sayisi oldugu icinde fj(o + 1) < p olur. I’'nin minimal
ozelligini gozoniinde tutarsak v, < k olmak zorundadir. (2.15.20)’yi ve
x:={vy|a € p} Ckigin jz < p < K oldugunu gozetirsek

Zl/a:,u*supl/a:sup{l/a|a€,u}:sup:v</<c
acu acp

elde ederiz. Diger yandan her a € p i¢in k(o) < Vo oldugundan

D= D ) S D Ve <K
el aEp acu
celigkisini elde ederiz.

(3) = (1) : Tamum geregi sd(k) < k oldugunu zaten biliyoruz. Jimdi
p = sd(k) < k oldugunu varsayahm. f : p — K yapisal ve sondas
olsun. £ = sup,., f(a) = U,<, f(@). Her o < p igin ko == §f(a) < &
ve k bir ¢okluk sayis1 oldugu i¢in ff(a) < k olur. Buradan hipotezle

w=r=t(lJ F) < S 0f@) =3 ko <5

a<p a<p a<p

celigkisi elde edilir. m
Teoremimizde (3) 6nermesinin agagidaki gibi de yazilabilecegini kanitla-
may1 0dev olarak birakiyoruz:

k diizenlidir <= Vz (§z < Kk AVy (y € 2 = fy < k) = h(U x) < K).
(2.20)
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Teorem 2.16.11 « bir sonsuz ¢okluk sayisy olsun. sd(k) sondashgr asagr-
daki kosulu saglayan p ¢okluk sayilarinan en kiigtgidir:
k kiimesinin altkimelerinden olusan bir (M, )y<, dizisi

1. k= Uy, My ve

2. Yv < u(§M, < k) olacak bigimde vardur.

Kamit. A\ = sd(k) olsun. 3f : A — k yapisal ve sondag. v < A\ igin
M, := f(v) alirsak bir yandan

Kk =sup M, = UM,,

V<A <A

diger yandan ise her v < A i¢in M, bir sira sayisidir ve M,, < x oldugundan
gM, < k. Boylece A = sd(k) teoremin kosullarimi saglar. (2.16.10)(3)’ten
dolayt ise hicbir p < sd(k) ile teoremin 1. ve 2. kogullar1 saglanmaz. m

Teorem 2.16.12 Her sonsuz cokluk sayplars k, A i¢in
1. K <lgsd),
2. sd(12%) > k.

3. sd(\kM) > A

Kanit. 1. (2.16.5)’ten dolay1 bir f : sd(k) — k yapisal ve sondas
doniigiimii vardir. Her a € sd(k) igin ff(a) < k oldugundan Konig Te-
oremi’yle

k= fr = f( U fla)) < Z hf(a) < H )
asd(r) a€sd(xk) acsd(k)

2. Tersini varsaylim ve 8 < k olmak lizere f : 5 —12" bir sondag doniisiim
olsun, dd. 127 = {J_5 f(£). Her £ < Bicin f(£) <!2" ve 12" bir ¢okluk saysi
oldugundan ff(&) <!2” olur. Buradan Kénig Teoremi’yle

2 =5 7€) < S a7(6) < [[12° <112y =t s

§<pB £eB £<B

celigkisi elde edilir.
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3. Sondag bir f : A —!x* olamayacag1 (2)’nin kanitinda oldugu gibi
goriiliir. Béyle bir f bulunsaydi x; := ff(i) <!x* olmak iizere benzer ir-
delemeyle

W <> Ry < [ <IN =l =16
<A <A
celigkisi elde edilirdi. m
Ozellikle
sd(c) = sd(12¥) > w.

Diger yandan sd(R,) = w oldugunu 6grendik ve okuyucu kolayca
NwZ; NwSa NUJ47 s

cokluklarinin sondagliklarinin da w oldugunu kolayca gorebilir. ¢ ¢oklugu
icin gimdilik soyleyebilecegimiz sey sondaghigi w olan cokluklardan farkl
oldugudur, dd.

c =12 7& Nw, ng, ng, Nw4, e

Eger a bir ardilsa R, ¢okluk sayisinin diizenli oldugunu 6grendik. A bir limit
sira sayist oldugunda bildigimiz bir diizenli Ny cokluk var midir? Hayir!
Bildigimiz tiim bu tiir sayilar

Ry Rz, N, Rt -+, R, Ry -
tekildir.
e (ZD) X € Lim igin Ry dizenli ise Xy = A.
Gergekten de (2.16.8)(5) ile
A <Ny =sd(Xy) =sd(\) < A= A=R,

olur. Demek ki Ny limit ¢oklugunun diizenli olmasi icin bir énceki boliimde
tammmladigiz K : Srs — Cksz normal fonksiyonun bir sabit noktasi ol-
mas1 gerekmektedir, bunun yeterli oldugunu séylemiyoruz. Diger yandan IC
fonksiyonun en kiiciik sabit noktasi £ (0)’dir. Eger bir diizenli limit ¢okluk
sayis1 varsa her bir

w = Ng Ny, Ry, , Ry - - -, dd. K(0),K£%(0),K3(0), ...
¢okluk sayilarindan biiyiik, bu demektir ki epeyce biiylik olmalidir.

{K"(0) | n < w} kiimesi x := £*(0)’da sondag
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oldugundan sd(k) < w ve (2.19)’dan dolay1 ise sd(k) > w, sonugta sd(k) =
w < Kk oldugundan xk = K“(0) tekildir. A € Lim ve Xy diizenli ise A = N
olacagimi gosterdik, dd.

No,Nl,NQ,...,Ng,...;NA:)\ (f<)\)

Demek ki X’dan 6nce gelen aleflerin ¢oklugu, A’dan 6nce gelen tiim sira
sayilarinin cokluguna esittir. Aleflerin yarigsa Ry = w’da bagladigini ve ne
kadar biiylik adimlarla kostugunu diistintirsek yine inanilmasi zor bir du-
rumla kars: karsiyayiz.

w = Ny cokluk sayisinin kendinden once gelenlere gore davranigina yakin-
dan bakalim. w’dan 6nce gelenler bizim sezgisel evrenimizin sonlu nesnele-
ridir. Bir kiimenin ¢oklugunu artiran iki temel iglem vardir: Birlesim ve giig
kiimesi olugturmak.

1. Sonlu sayida sonlu kiimenin birlegimi de sonludur.

2. Sonlu bir kiimenin gii¢ kiimesi de sonludur.

Bu iki iglemle w’ya ulasilamaz ve biz bu nedenle sonsuz bir kiimenin, do-
layisiyla w’nin varligini bir aksiyomla istemek zorunda kaldik! Diger yandan
w sonsuz ve diizenlidir. Buyik cokluk sayilar: bir anlamda sonlu sayilarin
w’ya gore su veya bu iligkisi genellestirilerek elde edilir. (2.20)’de belirtildigi
gibi diizenli cokluk sayilar1 da benzer bir tavir sergilerler: x bir diizenli
cokluk sayisi ise her birinin goklugu x’dan kesin kiiciik olan, 4 < x olmak
tizere, u goklukta kiimenin birlegimiyle asla x’ya ulagamayiz!

Tanim 2.16.13 x dizenli bir cokluk sayst olmak tzere:

1. k zayif ulagilamaz <= I\ (A € Lim Ak = R)).

2. k (gigli) ulagilamaz <= k> w AV (u < Kk =12" < k).

Giiglii ulagilamaz ¢okluklar elbette zayif ulagilamazdirlar. Bunu gorelim.
Simdi N, giiclii ulagilamaz ise a € Lim oldugunu gormeliyiz. Tanim geregi
N, > w = Ny oldugundan her geyden 6nce o > 0. Geriye a’nmin bir ardil
sira sayisl, dd. bir § ile a = 8 + 1 olamayacagini gostermek kaliyor. Ancak
Ng < Ngiq oldugundan, eger Ng; ulasilamaz olsaydi 1288 < Ngi1 olmasi

gerekirdi! Ancak biz Ngiq = Ng‘ <128 oldugunu biliyoruz.

Ny zayif ulagilamaz ise tanim geregi A € Lim ve N, diizenli olacagin-
dan (ZD)’den dolay1 A = XN, olur. Zayif veya giiglii ulagilamaz g¢okluk
sayillarimiz her seyden once diizenli limit ¢okluklar olduklarindan w’dan
kesin biiyiiktiirler.
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Zayif ulagilamazlik yukaridaki birinci 6zelligi, giiglii ulagilamazlik ise her
ikisini birden genellestirirler. Bu cokluklar kendilerinden 6nce gelenlere ki-
yasla Oylesine biiyiiktiirler ki, once gelenlerin alaninda kalmak {izere kiime
islemlerimizle bunlara ulasamayiz.

Zayif ulagilamaz gokluklar yoksa elbette giiclii ulagilamaz gokluklar da
olamaz. Oyleyse ilk sorumuz zayif ulasilmaz cokluklarm olup olmadigidir.
p ile “Zayif gokluklar vardir.” onermesini gosterelim, dd.

p:=3ksd(k) =k AIXN(A € Lim Nk =R))

olsun. ZFC kuram celigkisizse ZFC+-¢ de geligkisizdir. Buradan ise ZFC
kuraminda ¢ 6nermesinin kanitlanamayacagi ¢ikar. Bu durumda, ZFC’yi
geligkisiz varsaymak kosuluyla, eger evrenimizde zayif ulagilamaz cokluklar
olsun istiyorsak bunu aksiyomatik olarak istemekten bagka caremiz yoktur.
ZFC+p kuraminin geligkisiz olup olmadig1 bilinmemektedir.

2.17 KOMBINATORIK

Once sonlu kiimeler i¢in okuyucunun agina oldugu birkag¢ bilgiyi verelim.
Dogal sayilarda agikladigimiz ti¢ farkli ¢arpma, toplama ve {is iglemlerinin
ortligtiigiini 6grendik. Dolayisiyla simdi verecegimiz bilinen bilgileri okuyu-
cu ister aligik oldugu yontemle ister tiimevarimla kolayca kanitlayabilir.

E bir sonlu kiime ve jF = m olsun. fP(E) = 2™ oldugunu okuyucu
defalarca kanmitlamigtir. Simdilik evrenimiz bu F kiimesi olsun. Onun A
altkiimelerini inceleyelim ve tiimleyen E’de alinsin, dd. A° = E\ A olsun.
ca ile daha 6nce de A kiimesinin 6zgiin fonksiyonunu gostermistik. 1 :=cg
yazalim. A, B € P(E) olmak iizere

CAc = 1-— CA, CANB — CACB (2.21)
cauB =cA+cB —canB, Vn e N* i =cy (2.22)

oldugunu gormek kolaydir. Ayrica acikca

lca =cy ve Z ca(x) = hA.

el
E kiimemizin sonlu ¢oklukta A4, ..., A, altkiimeleri verilsin. I:={1, 2, ...
, n} ve J C I olmak {izere Ay := ;. ; A; olsun. Evrenimizi E sectigimizden

elbette Ay = E alincaktir.

Teorem 2.17.1 (Ekleme Cikarma Teoremi ) E, m dgeli bir sonlu
kiime ve A1,... , A, onun sonlu sayida altkiimeleri olsunlar. E kiimesinin
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A;’lerin higbirinde olmayan égeleri, dd. her bir A; kiimesinin timleyeninde
olan égeleri tam

STEDEC YT 54 =Y (-1)¥h4,

k=0 JCI =k JCI
tanedir.

Kamit. Aranan A{ N ---N Af kiimesinin 6ge sayisidir. Yalinlik agisindan
Ci = CA; Ve Ciy.iy 1= CA; nnA,;, yazarsak (2.21) ve bir parga iglem ile

CAgﬂ---l"‘lA% = (]_ — Cl) e (1 — Cn)
=12 1cicn G T Dicicijcn Cij — 2i<icjak<n Cigk T+ (1) cLon

= Yo (D (i) = Xy (=D e

Bu esitligin iki yanindaki fonksiyonlarin z € E’deki degerlerini alir toplar-
sak istenilen elde edilir:

(AN NAY) = Yep casnnag (@) = 25 (DY (g cs(2))2
= ZJgI(—l)thAJ-

]

Not 2.17.2 FE kiimesinin 6gelerine iliskin her 1 6zelligi bir altkiime be-
lirler. 4 ile birlikte ¢ = —) de E kiimesinin 6gelerine iligskin bir ozellik
oldugundan bu teorem E kiimesinin 6gelerine iligskin (1, ..., @, Ozellikleri
verildiginde bu 6zelliklerin tiimiine birden sahip olan 6gelerin sayisini, bu

ozelliklere sahip olmayan 6gelerin sayilari tiirtinden hesaplamakta kullanilir.
O

Tanmim 2.17.3 Not (2.3.4)te belirttigimiz gibi U yerine N alalim. G : N x
N — N fonksiyonunu G(n,m) = (n + 1) - m olarak agiklansin ve a = 1
alinsin. (2.8.3) teoremi

1. f(0)=1 ve

2.VneN f(n+1)=G(n,f(n)=Mn+1)- f(n)
kosulunu saglayan bir tek f : N — N fonksiyonunun varhgin verir.
f(n) yerine n! yazilir. Boylece

ol=1
VneN (n+1)!=(n+1)- nl
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X ve Y iki sonlu kiime, m = Y, n = X olsun. Y kiimesinden X
kiimesine olan tiim fonksiyonlarm ¢oklugu bizim icin tansm geregi h(¥ X) =
n™’dir. Ancak genelde kiimeler kurami dersinde degilseniz boyle bir tanim-
dan yola ¢ikmazsiniz ve bunun boyle oldugunu kanitlarsiniz. Kanit da asag:
yukar1 goyledir: Once m = 0, dd. Y = 0 olsun. Bu durumda bir tek @ : ) —»
X fonksiyonu vardir ve n® = 1. Simdi 1 < molsun. Y = {y1,...,ym} ise bir
f:Y — X tanmmmlanmak istendiginde f(y1) igin n segenek vardir, f(y;)
secildikten sonra f(y2) igin de n secenek vardir vb... . Sonugta bir f igin

m

mon = nm secenek vardir. Bu n™ fonksiyondan kag tanesi birebirdir?
f:Y — X birebir olacaksa f(y1) igin n segenek vardir, f(y1) segildikten
sonra f(y2) i¢in ise n — 1 secenek vardir,..., f(yn,) iginse eger m < n
ise n — m + 1 segenek vardir ancak m > n ise higbir segenek, dolayisiyla Y
kiimesinden X kiimesine hicbir birebir fonksiyon yoktur. Sonugta Y kiime-
sinden X kiimesine birebir doniigtimlerin sayisi

nn—1)---(n—m+1)

olur. Bu formiil m > n igin de dogru sonug verir, ¢linkii o zaman garpanlar-
dan biri sifir olacagindan sonug sifirdir. m = 0 ise zaten bir tek f: ) — X
vardir ve o da birebirdir.

Teorem 2.17.4 Y ve X sonlu kiimeler m =41Y, n=01X vem <n iseY
kiimesinden X kiimesine tam

n!
(n —m)!

birebir dontsum vardar. Ozellikle X ‘ten X e tameslemelerin sayist n! olur.

Kanit. Her ne kadar teoremden once soylediklerimiz yeterince aciksa da
yine de tiimevarima dayanan tam bir kanit verelim. Onermeyi m iizerinden
tiimevarimla kamtlayacagiz. m = 0 ise Y = @ olacagindan ?X’de bir tek
() : ) — X fonksiyonu vardir ve o da birebiridir. Savimiz m 6geli kiimeler
igin kanitlanmig olsun. Simdi Y kiimesinin m + 1 6gesi bulunsun ve m +
1 < n olsun. Fy(A, B) ile A kiimesinden B kiimesine birebir fonksiyonlarin
kiimesini gosterelim. Y # () oldugundan bir yy € Y o6gesini keyfi secelim.
Y := Y\{yo} simdi m &geli bir kiimedir ve onun i¢in sav kanitlanmigtir.
Bir

v (Y, X) — Fp (Y, X)

dontigiimiinii ¥ (f) := f|Y” ile tammlayalim. Her bir f’ € Fy,(Y’, X) fonksi-
yonu, X\ f'[Y’] kiimesi n — m 6geli oldugundan Y’den X’e birebir olacak
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bigimde tam n—m farkh fonksiyona genisgletilebilir. ¢ 6rten ve her bir sapin
giicii n — m oldugundan (bkz. prob 2.7.3)
nE(Y, X) = (n—m) - 15(Y, X)
n! n! n!
B (n_m)(n—m)! Cn—m-1D!  (n—(m+1))

Simdi 6zel olarak Y = X ise, X sonlu oldugundan her birebir f : X — X
bir tameslemedir ve bu bize kalan savi verir. m

Onerme 2.17.5 X, n ogeli bir sonlu kime ise, 0 < m < n olmak tzere X

kimesinin tam
n! _(n
ml(n—m)! " \m

tane m ogeli altkimesi vardar.

Kanit. X, n 6geli bir sonlu kiime ve 0 < m < n olsun. m 6geli herhangi
bir Y kiimesi alalim. X kiimesinin tiim altkiimeleri sonlu sayida oldugundan
m Ogeli altkiimeleri de sonlu tanedir: Bunlar Xi,..., X} olsunlar. 1Y =
1X; = m oldugundan Y kiimesinden X; kiimesine her birebir doniigiim ayni
zamanda bir tamesglemedir ve bunlar tam da X; kiimesinin 6z tameglemeleri
kadardir (6dev). Boylece (2.17.4)’ten dolay1 Y kiimesinden herhangi bir
X; kiimesine tiim birebir dontligiimlerin sayis1 m!’dir. Yine aym teoremden

dolay1 Y kiimesinden X kiimesine tiim birebir doniisiimlerin sayis1 —%~ =

(n—m)!
k -m!. Buradan k = (gb) olur. m

Teorem 2.17.6 X ve Y kumeleri swraswyla m ve n ogeli iki sonlu kiime
olsunlar. X kimesinden Y kimesine tim érten dontsimler tam

n

St ()0

k=0

tanedir.

Kamt. F := XY ve her y € Y icin

Fy:={feF|yd¢resf}

olsun. J C Y i¢in Fy := (¢, Fy olsun. E = F olmak iizere (2.17.1)
teoremini kullanacagiz. X kiimesinden Y kiimesine tiim orten doéntigim-

lerin kiimesini O ile gosterirsek agikca O = ﬂer F ve

10 =>"(-DF > 1Fy).
k=0

JCY hi=k
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g0 = kolsun. f € Fy < f: X — Y\J. 5(Y\J) = n — k oldugundan
0F; = (n— k)™, Y kiimesinin k 6geli altkiimelerinin sayisi ise (2.17.5)’ten
dolay1 (}) oldugundan

0= 0t (}) -

k=0
elde edilir. m

Not 2.17.7 Matematikte herhangi bir alandaki ugraslarimiz bazen bize
matematigin bir bagka alanina iliskin beklenmedik gercgekler sunar. Teore-
mimizde m ve n dogal sayilarina higbir kisitlama getirmedigimize dikkat
ediniz. Bu demektir ki o teoremde m > n olabilir. Ancak bu durumda 6rten
fonksiyonlarimizin sayisi sifirdir. Amaglamadigimiz halde, (2.17.4), (2.17.5)
ve (2.17.6) teoremlerinde sayilar teorisine iligkin agagidaki 6nermeleri yan
iiriin olarak elde ettik:

| |
Ym,neN (0<m<n=— v , " eN
(n—m)!" ml(n —m)!

Ym,n € N <m>n:>zn:(1)k<z>(nk:)m:0> .0

k=0

Daha 6nce problem olarak sordugumuz ve “Giivercin Yuvasi Teoremi”,
“Posta Kutusu Teoremi” veya “Cekmece Teoremi” gibi degisik adlarda bi-
linen teorem m,n dogal sayilar ve . m < n olmak {izere n nesne m yuvaya
(veya posta kutusuna veya gekmeceye) dagitildiginda bunlardan en az bi-
rinde birden fazla nesnenin bulundugunu ileri siirer. Hadi buna “Cekmece
Tlkesi” diyelim. Bu ilke genel olarak belli anlamda “biiyiik” bir kiime ken-
disine kiyasla belli dl¢iide “kiigiik” sayida ¢ekmeceye dagitilirsa en az bir
¢ekmecedeki kiimenin de biiyiik oldugunu soyler.

Teorem 2.17.8 Cekmece Ilkesi : r bir sonsuz cokluk sayisi, A < sd(k)
ve hA = Kk olmak tizere A = U,B</\ Ag ise en az bir f < X i¢in §Ag = K.
Ozellikle k sonsuz ve dizenli bir ¢okluk saysi, 1A = k, A < kK ve A =
U5<)\ Ag ise en az bir f < X i¢in jAg = k.

Kanit. Teorem (2.16.11)’in bagka tiirlii s6ylenisidir. m
Bu teorem elbette agsagidaki gibi de yazilabilir.

Onerme 2.17.9 & bir sonsuz ¢okluk sayist, 1A =k ve f: A — A < sd(k)
ise en az bir B € X igin §f 1[{B}] = hAé = K.

Simdi “bliytik” kavramin “sinirsiz” olarak yorumlayarak agagidaki éner-
meyi elde ederiz.
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Onerme 2.17.10 X € Lim, X C X suursiz, o < sd(\) ve f: X — « ise
en az bir f € o igin Xg = fY{B}] swnarsizdar.

Kamnit. Savimiz yanhs olsun. Bu durumda her 8 € o igin €g := supt X g <
Aolur. a < sd(\) oldugundan

XC|Jx)csupgg <
B<a B<a

olur ki bu bize A =sup X < Supzjr <o §8 < A celigkisini verir. m
Tanim 2.17.11 « € Cks ve X herhangi bir kiime olmak tuzere
1. [ X]" ={A]|AC X NpA = k}.
2. [ X" :={A|AC X ANEA < Kk}

Onerme 2.17.12 k € Cks ARy < k < §1X = j[X]" =1(1X)". Aym
kosullarda pn > K bir ¢okluk sayist ise flu]™ =!u”.

Kanit. (1) Her = € [X]" i¢in bir f, : K &2 2 vardir. g, : © — X gémme
dontiisiimii olmak iizere g, o f, € *X.

B [X]Y — "X (2 go0 f2)

fonksiyonu birebirdir (6dev), dolayisiyla g[X]" <!(5.X)".
(2) Her seyden once Y = X ise g[X]* = g[Y]" oldugu kolayca goriiliir
(6dev). f(k x X) = k x X = X oldugundan p[X]"* = flx x X]*. Bu ve

"X C [k x X]* bagintisindan
(8X)" =(("X) < s x X]" = g[X]"

elde edilir. (1) ve (2) sav1 verir. m
Tamim 2.17.13 &, A € Cks i¢in

INSF = sup{!I\ |v € Cks N K}
olsun. '\<% yerine INE gosterimi de kullanimaktadar.
Onerme 2.17.14 s, )\ € Cks, k > Ng ve A > 2 ise

1. IR > k.

<Kk _ : v
2. 1A - ZuéC’ksﬂf{!)\ :
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Kanit. 1. (a). x bir g goklugunun ardili, dd. £ = g™ olsun. Bu durumda
IN<E A >t S i, buradan da !I\<* >y olur.
1. (b). Simdi & bir limit ¢okluk olsun. Tamim ve (1)(a) ile

INS" = sup{I\ |v € CksNk} >sup{v|v e CksNk} =k

olur.
(2) 0:= > ccnsniA” olsun. Her v € Cks N & icin I\ < o, dolayisiyla

IN<" =sup{I\|v € Cks Nk} < 0.
Diger yandan

o< 30w I e (DHESE) <
veCksNk

Onerme 2.17.15 )\ = 01X > Ng ve k < AT kosulunu saglayan bir k ¢cokluk
sayisy verildiginde b([X]<F) =g X <F.

Kamt. [X]<* = J,copone X]” oldugundan (2.17.12) ile

we=n | xS

veCksNk veCksNk
= > XD =10x),
veCksNk

Diger yandan v € CksNk igin [X]” C [X]<* oldugundan !(5X)" = [ X]” <
1[X]<", buradan da

!(hX)<” =sup{!(§X)" |v € Cks Nk} < {[X]="
elde edilir ve kanit tamamlanir. m

Ornek 2.17.16 Ramsey Teoremi’ni ifade edip kanitlamadan 6nce basit
bir érnek yararli olacaktir. Alt1 6geli bir kiime, 6rnegin 6 = {0,1,...,5}
verilsin. [6]2 ile bu kiimenin iki 6geli altkiimelerinin kiimesini gostermistik.
Herhangi bir f : [6]> — 2 = {0,1} fonksiyonu vermenin [6]? kiimesinin
iki 6geli bir P = {A, B} parcalanigim1 vermekle eg anlamli oldugunu biliyo-
ruz (A = f71[{0}], B = f~'[{1}]). Ger¢i daha 6nce verdigimiz parcalanis
kavraminda parcalarin bog kiime olmamasini ayrica istemigtik; bu f fonksi-
yonunun orten olmasini gerektirir. Buradaki irdelememiz i¢in bu hi¢ 6nemli



238 2. CANTOR KUMELER KURAMI

degildir. Titiz davranmak istiyorsaniz parcalarin bosg olmadig: 6nceki parca-
laniglarla, 6rten f fonksiyonlar: ile caligabilirsiniz. Ancak bu boéliimde biz
parcalanig kavraminda parcalarin bazilarinin bosg kiime olmasina izin ve-
recek ve herhangi bir f fonksiyonu ile ¢aligmay1 yegleyecegiz. Simdi sunu
savunuyoruz:

[6]2 Kiimesinin herhangi bir P = {A, B} parcalams: verildiginde

3 dgeli bir x C 6 kiimesi[x]? C A veya [r]*> C B olacak bi¢imde

varder.

Savundugumuz sey elbette f fonksiyonunun [z]? kiimesinde sabit ol-
masiyla es anlamhdir. Simdi [6]? kiimesinin {0,1}, {0,2}, {0,3}, {0,4},
{0,5} 6gelerine bakalim. A ve B pargalarindan birinde bunlarin en az iig
tanesi bulunmak zorundadir. Diyelim ki {0, m}, {0,n}, {0, k} 6geleri A’da
olsunlar (Bu ii¢ 6genin B’de olma durumu benzer bi¢imde tartigilir). Iki
durum s6z konusudur:

1. {m,n} € Av{m,k} € AV {n,k} € A veya

2. {m,n} € BA{m,k} € BA{n,k} € B.

Birinci durumda, érnegin {m, k} € A ise z = {0, m, k} icin [z]?> C A olur.
Diger durumlarda da benzer bigimde isimiz biter. Ikinci durumda ise z =
{m,n, k} kiimesi igin [x]?> C B olur ve igimiz biter. Bu érnegimizin 6zel bir
durumununa bakalim. Bir toplantida alt1 kigi bulunsun. Bu kisilerin kiime-
sini X ile gosterelim. a,b € X olmak {izere bu iki kisi birbirini taniyorlarsa
{a,b} € A, birbirine yabanci iseler {a,b} € B diyerek [X]? kiimesini
P = {A, B} olarak pargalayalim. Az 6nce kamtladigimiza gore alt1 kisilik
bir toplantida ¢ kisilik bir grup asagidaki kosulu saglayacak bicimde bulu-
nabilir: Ya bu gruptaki herhangi iki kisi birbirini hep taniyordur, ya da bu
gruptaki herhangi iki kisi birbirine daima yabancidir. Bu 6rnegimizi bir de
¢izge kurami diliyle séylemekte yarar var. Alt1 6gemizi diizlemde {i¢ii bir
dogru tizerinde olmayacak bigimde, 6rnegin bir diizgiin altigenin koselerine
yerlestirelim. Sonra bunlar: iki farkli renkli, 6rnegin kirmiz ve siyah, dogru
pargalariyla birlegtirelim. Bu durumda kanitladigimiz sey bu islemi nasil ya-
parsak yapalim, sonucta koseleri bizim nesnelerimiz olan tliggenlerimizden
en az bir tanesinin tek renkli oldugudur.

Simdi aym 6nermeyi beg 6geli kiimeler i¢in, érnegin 5 = {0, 1,...,4} icin
kanitlamaya calisalim. [5]? kiimesinin herhangi bir P = {4, B} parcalanisi
verildiginde 3 6geli bir z C 5 kiimesi [z]? C A veya [z]? C B olacak bigimde
var midir? Bu kez yanitimiz hayirdir. Gergekten de

A= {{0,1},{0,4},{1,3},{2,3},{2,4}} ve
B = {{0’ 2}7 {07 3}’ {17 2}7 {1’ 4}7 {37 4}}

ve alirsak [7]2 C A veya [r]?> C B olacak bicimde iig égeli bir x C 5
altklimesi olmadigi goriiliir. Veya beg nesnemizi diizgiin bir beggenin kosele-
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rine herhangi bir sirada yerlestirip besgenin kenarlarini kirmizi, koseleri
birbirine baglayan diger dogrulari ise siyah secelim. Elbette koseleri nesnele-
rimiz olan tek renkli bir ticgen yoktur. [J

Bazi1 tanimlar vermeden Once Ornegimizi daha genel duruma tasiyalim.
Simdi bize giicii k olan bir X kiimesi verilsin. k sonlu veya sonsuz olabilir.
ve v ise yine ¢okluk sayilar1 olsunlar. n € w olmak iizere bir f: [X]* — v
fonksiyonu verilsin. Ornegin X bir takim insanlarmm kiimesi ve v ise bu in-
sanlarin her n-li grubunun olugturabilecegi derneklerin kiimesi olsun. Farklh
n-li gruplar aym tiirden dernek kurabilirler ve bir kisi yer aldig: farkli grup-
larda farkl tiirden dernekler kurabilir. Yaygin anlatimi yeglersek X her-
hangi bir kiime olmak tizere v kiimesini renkler kiimesi olarak diigiinelim.
f(u) = o € visen dgeli u € [X]" altkiimesi o rengiyle boyanmistir denir®’.
Burada g6z 6ntinde tutulmasi gereken X kiimesinin 6gelerinin degil, n 6geli
altkiimelerine renk atandigidir! Bir x € X &gesinin yer aldigi n 6geli farkl
kiimeler elbette farkl renklerle boyanmig olabilirler!

Elbette boyle bir f : [X]® — v fonksiyonu [X]" kiimesini her ¢ € v igin
o ile boyanmig [ X ]?:f = f~'[{o}] parcalarma ayirir. Tersine [X]" kiimesinin
her P = {P,},e, parcalamsina iligkin tam da bu pargalar1 veren bir fp :
[X]" — v boyama fonksiyonu vardir:

Vo € vVu € P, fp(u) :=o.

Herhangi bir Y C X altkiimesi verildiginde [Y]” kiimesi bir [X]2/ parcasmm
altkiimesi ise, dd. f|[Y]" sabit ise Y kiimesine f-tirdes(-homojen veya -
renktag) diyecegiz. Her f : [X]® — v boyamasina karsihik giicii p = Y
olan f-tiirdes Y altkiimelerin var olup olmadiklarini arastiracagiz.

Tanim 2.17.17 k =1X, u,v € Cks ve n € w verilsin.

1. f [ X]" — v wveY C X olsun. Y kimesi f-turdegtir (f-tek
renklidir).<= f fonksiyonu [Y]" 'de sabittir.

2. k — (u) <= Her f : [X]" — v ig¢in glici p olan f-tirdes bir
Y C X altkiimest vardar.
Eger k — ()} degilse bunu k - (u)? ile gdsterecegiz.

Bu gosterimlerle 6rnegimize dénersek énce 6 — (3)3, sonra ise 5 —
(3)3 oldugunu gosterdik. Bu gosterimlerle (2.17.8) asagidaki gibi de dile
getirilebilir.

37Bunun yerine u kiimesine (dernegine) rengi v olan bir amblem veya bayrak atanmigtir demek
daha dogru olur.
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Teorem 2.17.18 1. k herhangi bir sonsuz ¢okluk ve A < sd(k) ise kK —»
() 1

2. k dizenli sonsuz cokluk sayist ve X < k ise K — (K)5.

Ozel olarak her n € w icin w — (w)} veya aym anlama gelmek {izere

Ng — (Ng)L. Eger k — ()" ise tamim geregi apaciktir ki her A >  icin
de A — (p)2.

Teorem 2.17.19 Ramsey . X sonsuz bir kiime, m,n € w ve f : [X]|" —
m herhangi bir fonksiyon ise X kiimesinin saylabilir sonsuz bir f-tirdes
altkimesi vardir. Baska sézlerle [ X" kimesi Py, ..., Pp—1 gibi m parcaya
bolundugunde en az bir P; parcasy ve sayilabilir sonsuz bir’Y C X altkuimest
[Y]" C P; olacak bigimde vardar.

Sonug: Her m,n € w i¢in w — (w)p,, dolayiswyla her k > w igin Kk —
()2

Kamt. Eger m = 0 = () ise énermedeki tiirden f fonksiyonlar1 olama-
yacagindan sav bog olarak dogrudur. Ancak m > 1 i¢in gergekten kanitla-
nacak bir sey vardir.

n lizerinden tiimevarim uygulayacagiz. n = 0 igin [X]|" = {0} tek ogeli
oldugundan her f : [X]™ — m kendiliginden sabittir ve kamtlanacak bir
sey yoktur.

Savimiz n i¢in kamitlanmig ve f : [X] — m olsun. Simdi tekrarh
tanimmlamayla X kiimesinin 6gelerinden olusan bir (xy)g<. dizisiyle sonsuz
altkiimelerinden olusan bir (X)g<,, dizisini

n+1

X()DXlDXQ"' VexkEXl<:>kZl

olacak bi¢cimde tanimlayacagiz.
Xp := X olsun. X} tanimlanmig olsun. Bir x; € X}, 6gesini keyfi segelim.
Bir
fio (X Mz} — m

fonksiyonunu
fr(u) = fluU{zy})

ile tanimlayalim. Tiimevarim kosulundan dolayr X \{x;} kiimesinin fi-
tlirdeg sonuz bir altkiimesi vardir. Boyle bir kiime secelim ve ona Xj1
diyelim. Tanim geregi bir yandan Xg D X; D Xy.-- iken diger yandan
x) Ogeleri ikiser ikiser farkhidirlar ve teoremin kosulunu saglarlar. fj, fonk-
siyonunun [Xj,1]" kiimesindeki fj rengi, dd. f; fonksiyonunun [Xjq]"
kiimesinde aldig sabit deger my, olsun. Her i < m ig¢in Y; := {xy | my = i}
kiimesi f-tiirdestir ve rengi i’dir. Gergekten de Y; kiimesinin n + 1 6geli
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bir v altkiimesi verilsin. k := min{j | z; € v} ise u := v\{z}} olmak iizere
u € [Xg41]" ve v = u U {x}. Dolayisiyla f(v) = fi(u) = i. Sonugta ¥ :=
{zk | k < w} sayilabilir sonsuz kiimesinin bir sonlu {Y;};<,, parcalanigim
elde ederiz. (2.17.8)’dan dolay1 en az bir i < m icin Y; sonsuz olur. m

2.18 SUZGECLER, KAPALI VE SINIRSIZ KUMELER

Uzlagsma: Bu boliimde bir X kiimesinde siizgeglerden soz ettigimiz stirece ev-
renimiz bu X kiimesi olacagindan bir A kiimesi igin A€ tiimleyeni daima X\ A
kiimesini kastedecektir ve ayrica () = X olacaktur.

Tanmim 2.18.1 Asagudaki kosullarin ilk ici saglandiginda FF C P(X) kiime-
sine X kumesinde bir stizgectir , dordu de saglandiginda ise bir asiri
stizgecgtir denir:

1. XeF (¢F

2. ABeF— ANnBel.

3. Ae FNACBCX = BeF

4. YAeP(X)(Ae FVA°eF).
X dizerinde F' C F* kosulunu saglayan bir F* stizgect yoksa F stizgeci
buyiktir (veya maksimaldir) denir.

Bir siizgeg, (1)+(2)’den dolay1, aym anda hem A hem de A€ kiimesini
igeremeyecegi i¢in bir silizgecin agir1 olmasi tam da herhangi bir A C X
altkiimesi icin “ya A kiimesinin ya da A€ kiimesinin F’de olmas1” demektir.
Bu tanimda her kavram eslegiyle (ikilisiyle) degistirilirse ideal kavramina
ulasiriz.

Tamim 2.18.2 Asagqidaki kosullarin ilk ¢t saglandiginda I C P(X) kiime-
sine X kiimesinde bir idealdir , dordi de saglandiginda ise bir asal ideal-
dir denir:

X¢I Del.

A Bel—= AUBE€I.

AeINBC A= Bel.

VAeP(X)(AelVvAcel).

e e =~

Bu iki kavram eslek olduklar: i¢in biri iizerinde s6ylenenin eglek tizerinde
bir eslegi vardir. Bu nedenle biri igin onermeleri kanitlamak yeterlidir, dige-
rine dogrudan aktarilir. Herhangi bir A C P(X) igin A := {A°| A € A}
olmak iizere her F siizgeci icin F© bir idealdir, F'nin eglek idealidir ve her
I ideali icinse I¢ bir siizgectir, I'nin eslek siizgecidir. Kolayca goriilecegi
gibi FC€C = F ve I¢C = 1.

Ornek 2.18.3 Stizgeglere birkag 6rnek verecegiz:
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. X # 0 ise F := {X}, X de bir siizgectir. Buna basit veya kaba

stizgecte denir.

. 0 # A C X olmak tizere Fy := {B € P(X)| A C B} bir siizgectir. Bu

tipten siizgeclere esas siizgecler ve Fg tipindeki ideallere ise esas
idealler denir.

. X bir sonsuz kiime ise sonlu altkiimelerinin kiimesi I = [X]<% bir ide-

aldir. I’yva X kiimesindeki Fréchet ideali ve 1€ ye ise X kiimesindeki
Frechet siizgeci denir. I€ siizgeci X kiimesinin tiimleyeni sonlu olan
altkiimelerinden olugur ve onu kisaca tsonX ile gosterelim. Bunlar
esas ideal ve esas stizgec degildirler. Gergekten de A C X keyfi verilsin
ve A # (olsun. a € Aigin X\{a} € I ancak A € X\{a}. Dolaysiyla
I, A kiimesinin tammladig esas siizge¢ olamaz, dd. 1€ # Fy!

. X :=[0,1] ve I ise bu kiimenin Lebesgue dl¢iileri sifir olan altkiimeleri-

nin ailesi olsun. I bir idealdir ve I ise X kiimesinin 6lciisii 1 olan
altklimelerinin stizgecidir.

. X # () bir topolojik uzay ve x € X ise, bu noktanin komguluklarinin

ICy ailesi bir stizgegtir.

. X sayillamaz bir kiime ise I = [X]<¥ = {4 C X |§A < w} bir idealdir

ve tsay X := I ise X kiimesinde tiimleyeni sayilabilir olan kiimelerin
stizgecidir. [J

Bir A kiimesine her sonlu B C A i¢in (B # 0 ise sonlu arakesit
o6zelligine sahiptir denir.

Onerme 2.18.4 X # () olmak tizere asaqidaki onermeler gecerlidir:

1. X kiimesi tzerinde stzgeglerin bos olmayan bir F ailest verildiginde

N F de X tizerinde bir stzgegtir.

2. X uzerinde bir Z stizge¢ ailesi verilsin ve bu aile C bagintisina gore

3.

bir zincir olsun. O zaman |J Z de bir sizgegtir.

G C P(X) sonlu arakesit ézelligine sahipse X kiimesi tizerinde
G C F kosulunu saglayan bir F' stizgeci vardar.

Kanit. (1) ve (2)’yi 6dev olarak birakip (3)’tin kanitim verecegiz.

G* = {ﬂHyHgGAuH<w}
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olmak tlizere
F:={B|3A€G"ACBC X}

olsun. (1): G sonlu arakesit 6zelligine sahip oldugundan () ¢ G*, dolayisiyla
) ¢ F ve her sonlu H C G igin (VH C X oldugundan X € F. (2):
By, By € F olsun. Tamm gereregi sonlu H; Hy C G altkiimeleri (| H; C By
ve (| Hy C By olacak bigimde vardir. H := Hy U Hy C G sonlu ve

NH = (ﬂHl) N (ﬂﬂg) C BiN By

oldugundan Bj N By € F olur. (3) tamim geregi saglanmigtir. m

Not 2.18.5 Kamitta tamimlanan F' siizgeci X iizerindeki siizgeclerden G
kiimesini icerenlerin C bagintisina gére en kii¢iigudiir, dd.

F = ﬂ{S |G C S ve S, X tizerinde bir siizgegtir}.

Onerme 2.18.6 X kiimesi dzerindeki bir F stizgecinin bir asiry stzgeg
olmasi icin gerek ve yeter kosul bir buyik stzge¢ olmasidir.

Kanit. 1. F, X {izerinde bir agir1 slizge¢ olsun. F’nin biiyiik olmadigini
varsayalim. O zaman F C F* kosulunu saglayan bir F* siizgeci vardir.
JA € F*\F. F agin siizgeg oldugundan A¢ € F ve F' C F* oldugundan
A, A° € F*, dolayisiyla AN A° = () € F* olur. Bu ise bir geligkidir.

2. F asgir1 slizgeg olmasin. F'nin biiylik olmadigini kanitlayacagiz. F' asir1
stizge¢ olmadigindan A ¢ F ve A° ¢ F olacak bicimde bir ) # A C X
altkiimesi vardir. Once G := F U {A} ailesinin sonlu arakesit ozelligine
sahip oldugunu gorelim. Keyfi bir B € F igin A¢ ¢ F oldugundan B g A°,
dolayisiyla her B € F igin BN A # (. Her sonlu H C F igin (H € F
oldugundan AN (N H) # 0 olur. Dolayisiyla G sonlu arakesit ozelligine
sahiptir ve (2.18.4)(3)’ten dolay1 G’yi igeren bir F* siizgeci vardir. A € F*
ve F' C F* oldugundan F' C F* olur ve F siizgeci biiyiik degildir. m

Teorem 2.18.7 Tarski. Bir G C P(X) ailesinin X fdzerinde bir agirt
stizgece genisletilebilmesi icin gerek ve yeter kosul G’nin sonlu arakesit
ozelligine sahip olmasidir. Ozellikle her stizgeg¢ bir asir siizgece genisletile-
bilir.

Kanit. G sonlu arakesit 6zelligine sahip degilse G C F kosulunu saglayan
bir F stizgeci olamayacag agikardir.

Simdi G sonlu arakesit 6zelligine sahip olsun. (2.18.4)(3)’ten G C F olan
bir F stizgeci vardir. Simdi F := {S|F C S ve S, X'de siizge¢} kiimesini
C ile kismi siralarsak (2.18.4)(2)’den dolayr Zorn Lemmasi'nin kogullar:
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saglanir. F’de en az bir F* biiyiik 6ge vardir. F C F* ve (2.18.6)’dan dolay1
F™* bir asir1 stizgectir. Her stizgeg sonlu arakesit 6zelligine sahip oldugundan
isimiz biter. m

Onerme 2.18.8 X dizerindeki F stizgect i¢in asagrdaki onermeler denktir:

1. F aswr esas stizgectir.

2. Birzg € X i¢in{xo} € F. Bu durumda xy noktasi tek olarak belirlidir
ve F={A|AC X ANxy € A}.

Kanmit. (1) = (2): £ AC X, F=F4={B|ACBC X} veF
asir1 siizgeg olsun. Ja € A. A € X\{a} oldugundan X\{a} ¢ F ve F agi
stizgeg oldugundan {a} € F olur. A = {a} olmak zorundadir, aksi halde bir
b € A\{a} 6gesinin olmas: gerekirdi ve ayni irdelemeyle {b} € F' ve sonucta
{a} N {b} =0 € F olurdu!

(2) = (1) : {zo} € F olsun. Sy, := {A]xo € A C X} esas siizgeci bir
agir siizgectir. Gergekten de herhangi bir ¥ C X icin ya 29 € Y ya da
zo ¢ Y oldugundan ya Y € Sp, ya da Y¢ € S;,. Biz F = S, oldugunu
savunuyoruz. F' O S, oldugu siizge¢ tanimindan apagiktir. Simdi ¥ € F
keyfi verilsin. § # {x0} NY € F oldugundan z¢ € Y dolayisiyla Y € S,
olur. Bu nedenle F' C S, ve sonugta F' = S;,. =

Not 2.18.9 Her z € X icin S; = {Y |z € Y} esas siizgecinin bir agir
siizge¢ oldugunu 6grendik. Ancak X sonsuz bir kiime oldugunda X iize-
rinde bu tipten olmayan asin siizgecler de vardir. Ornegin tsonX Fréchet
siizgecini iceren herhangi bir F' siizgeci bir esas slizge¢ olamaz! Gergekten
de bir an igin bir z € X ile tsonX C F = S, varsayarsak {z} € S, X\{z} €
tsonX C S, geligkisine ulagiriz. Ozellikle tson X slizgecini igeren agir1 sizgec-
ler esas stizgeg olamazlar. tsonX siizgecini iceren siizgeclere serbest siizgec-
ler denir. [J

Tanim 2.18.10 s sonsuz ¢okluk sayst ve S ise X kimesi tzerinde bir
stizge¢ olsun. 1T < Kk kosulun saglayan her T C S igin (\T € S (bb.
UT € F9) ise S (bb. S€) k—tamdar denir.

Not 2.18.11 Tanim geregi her siizgeg Ro-tamdir. Ni-tam yerine genellikle
o-tamdir denir. S’nin tam olmasi icin gvyk. S nin tam olmasidir. O

A bir sira sayisi olsun. Herhangi bir X sira sayisin1 daima € siralamasindan
kaynaklanan siralama topolojisiyle ele alacagiz. Bir A C X altkiimenin ka-
pali olmas1 yigilma noktalarini igermesi demektir. Bir 4 < A sira sayisinin A
kiimesinin bir y1gilma noktasi olmasi i¢in gerek ve yeter kogul énce v’'nin bir
limit sira sayist olmasi, v’nin her komgulugunda A kiimesinin y’dan farklh
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bir 6gesinin bulunmasidir. Ancak {(53,7] |8 < 7} ailesi 7 i¢in bir komsguluk
baz1 oldugundan ikinci kogul tam da sup(A N~v) = 7 olmasi demektir. Bu
nedenle 6dev olarak biraktigimiz asagidaki onermeler gecerlidir:

A, Nda kapalidur. <=V < X sup(ANp) € A.
Ozel olarak x bir diizenli cokluk sayisi ve A C & ise
A, k’da kapalidir. <= VB C A(1B <k = sup B € A.)

Tamim 2.18.12 X\ bir limit swra sayist ve A C X olsun. A kiimesi A’da
kapali ve sinirsiz ise kisaca A, X\'da bir kasizdwr diyecegiz.

Ornek 2.18.13 Birkag ornek verelim.

1. w’nin topolojisi ayrik topoloji oldugundan her altkiimesi kapalidir.
Diger yandan K; = {2n+ 1|n < w} ve Ky = {2n|n < w} kiimeleri
w’da smirsiz olduklarindan K; ve Ks kasizdirlar ve K1 N Ky = 0.
Benzer bigimde C = {wan41 |n < w} ve Co = {way, | n < w} kiimeleri
R,,’da kasizdirlar. w ve X, uzaylarimn bir ortak yani sd(w) = sd(X,,) =
No olmasidir.

2. X bir limit sira sayisi, sd(\) > w ve § < A olsun. Bu durumda (8, \)
aralig1 ve (5, \) N Lim kiimeleri A’da birer kasizdirlar.

3. k sayllamaz bir ¢okluk sayisi ve w < sd(k) olsun. f : x — x herhangi
bir normal fonksiyonsa K := {a|a < k A f(a) = a} bir kasizdir.
k bir Hausdorff uzay1 ve normal fonksiyonlar stirekli olduklarindan
sabit noktalarinin kiimesi olarak K kapalidir. Diger yandan her 8 < s
icin w < sd(k) oldugundan 5 < f¥(B) < k ve f¥(5) € K oldugundan
K simrsiz, dolayisiyla kasizdir. [

Teorem 2.18.14 X\ bir limit sira sayist ve w < sd(\) olsun. § < sd(\)
ve her §& < 6 i¢in XN'da kasiz A¢ kimeleri verilsin. Bu durumda ﬂ£<5 Ae
kasizdur.

Kanit. Her seyden 6nce A := ﬂ5 <5 A¢, N'da kapal kiimeleri arakesiti
olarak \’da kapalidir. Geriye A kiimesinin A’da sinirsiz oldugunu gostermek
kaliyor.

Her £ < ¢ icin bir fe : A — X fonksiyonu her oo < X icin

fe(a) == min(A¢\ (o + 1))
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olarak agiklansin. Tanim geregi a < a+1 < fe(a) € A¢. Simdi bir f: A —
A fonksiyonunu

fla) == sup{fe(a) [§ < 6}

olarak tanimlayalim. 6 < sd(\) odugundan f(a) < A.
Simdi 5 < X keyfi verilsin. 8 sira sayisiin f altinda f™(«) tekrarlarim
alalim, dd. f,, := f"(p) yazarsak

Bo =B, Vn <w P = f(Bn) ve f¥(B) = sup fBn.

nw

olsun. Bu durumda her £ < § igin

B=P00 < fe(Bo) <P < fe(Br) < Pa< fe(Ba) < Bz <+ (fe(Bn) € Ag)

dizisini elde ederiz. w < sd(A) oldugundan f“(5) = limy, o fe(Bn) < A ve
Ag¢, N'da kapali oldugundan her ¢ igin f¥(5) € A¢, dolayisiyla f<(5) € A
olur. Her 8 < A i¢in bir f¥(8) € A 6gesini f < f¥(B) < A olacak bigimde
bulabildigimiz icin A kiimesi \'da simirsizdir. m

Teoremimizin bir basit sonucu {K | K C A ve K, X'da kasizdir} ailesinin
sonlu arakesit 6zelligine sahip oldugudur. Sonlu sayida kasizin arakesiti de
bir kasiz oldugundan (2.18.4)(3)’tin kanitindan

Kasizy := {X | XN'da bir kasiz K ile K C X C A}

A’da bir stizgectir; hem de \'daki tiim kasizlar: igeren en kiiciik siizgectir.

Not 2.18.15 Ornek (2.18.13)(1)’de 6nermemizin sd()\) = w icin dogru
olmadigini gorditk. Ancak savimiz w < sd(\) ve § > sd(A) i¢in de genelde
dogru degildir. Kesin artan bir (a¢)e<sqon)dizisini A = sup{ag [ € < sd(\)}
olacak bigimde secelim. Her 0 < sd(\) i¢in Ay = [a, A) ve her sd()) <
o < 0 iginse A, = X olarak alinsin. Her ¢ < § igin A, kasizdir, ancak
Ny<s Ao = 0 smursiz degildir. Ozellikle k > w diizenli cokluk saysi ise bu
ornek her o < & igin x’da A, kasiz1 veridiginde (), ., Ay arakesitinin kasiz
olmasi gerekmedigini gosterir. Kosegensel arakesit diyecegimiz bir bagka
kavramla bu dogru olacaktir. [J

Tanim 2.18.16 Her o < k i¢in bir A, C k altkimesi verildiginde

ApcAs i={ala<kANa € ﬂ Ay}

o<

kiimesine {A, |0 < k} ailesinin ksegensel arakesiti denir®.

38 Ay« Ao gbsterimini yaygin bir gosterim oldugu icin kullandik. Ancak kosegensel arakesitin
eslegi olan kogegensel birlesim de g6z Oniine alinrsa bu goésterim yerine érnegin A1) As

gosterimini kullanmak daha uygun goriinmektedir.

o<l
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D, = mAJ
o<l
olmak tlizere
k=Dy2D1 22Dy (< K)

dizisini elde ederiz. D1 = Ag ve Dy = AgNA; oldugundan 1 € A, A, <
le Ay ve 2 € AycAs < 2 € Ay N A; olur. Bu gosterimlerle

AocAs ={ala <k Na € D,}.

Teorem 2.18.17 x > w dizenli ¢okluk sayist ve her o < k i¢in k’da bir
A, kasiz verilsin. Bu durumda A = A,<x Ay kisegensel arakesitte bir
kasizdur.

Kanit. 1. Once A kiimesinin x’da kapal oldugunu gorelim. A < k sira
sayist A kiimesinin bir yigilma noktasi olsun. Bu durumda A = sup(AN\).
Bir o sira sayisim1 o < k olacak bicimde secelim ve sabit tutalim. Bu du-
rumda A sira sayist A kiimesinin (o, \) acik araligina diigen bir takim nok-
talarindan olugan bir dizinin limitidir. Ancak o € AN (o, \) ise kogegensel
arakesitin tamimmindan o € D, C A, olacagindan bu dizini tiim terimleri
A, kasizinda bulunur. Dolayisiyla A € A, 0 < & keyfi secildiginden sonugta
A € A olur.

2. A kiimesinin x’da simirsiz oldugunu gorelim. Her o < & igin far < &
oldugundan (2.18.14) ile Dy = [, Ao kiimesi x’da bir kasizdir. Simdi
a < k keyfi verilsin. Tekrarli tanimlamayla her n < w i¢in 8, < k sira
sayislari o < fBg < 1 < -+ ve 3, € Dg, olacak bigimde tanimlanacaklardir.
Dg bir kasiz oldugundan bir By kosullar saglayacak bicimde secilebilir. 3,
kogullar1 saglayacak bigimde secilmig olsun. Dg, ., bir kasiz oldugundan
Bn < Bn+1 < k olacak bigimde bir (3,41 bulabiliriz. 5 := sup 3, olsun.
w < k ve k diizenli oldugundan S < k.

Simdi 8 € Dg, dolaysiyla 3 € A oldugunu savunuyoruz. Her o < 3 icin
tanim geregi Dg C D, C A,. Simdi 0, 0 < 8 olacak bicimde keyfi verilsin.
Bir n dogal sayisin1 o < 3, olacak bigimde segelim. {3, |m > n} C A, ve
A, bir kasiz oldugundan sup{S,, |m > n} = 8 € A, olacaktir. 0 < [ keyfi
olarak secildiginden her o < 3 i¢in § € A,, dolaywsiyla 3 € Dg olacaktir.
Buise 5 € A demektir. Her a < & icin a < 8 < k olacak bigimde bir § € A
bulabildigimiz i¢in a kiimesi x’da sinirsizdir. =

Teoremimizin basit bir sonucu ise k sayillamaz ve diizenli ¢okluk sayisi
oldugunda Kasiz, siizgecinin k-tam oldugudur.

Giig ve sondaslik gibi biiyiikliik tiirlerine duraganlik gibi bir bagka biiyiik-
liikk 6lctitii katacagiz. A sira sayisinin herhangi bir anlamda biiyiik diyecegi-
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miz altkiimelerinden bekledigimiz asgari kosullar sunlardir:

(1) X biytktiir.

(2) 0 kiigiiktiir.

(3) X biiyiik ve X CY C Xise Y de biiyiiktiir.
(4) X =Y UZ biiylikse Y veya Z biiytiktiir.

N'daki kasizlar biiytiik gibi goriinseler de (3) ve (4)’i saglamazlar. Yine de
onlar yardimiyla (1)—(4)’i saglayan bir biiyiiklikk kavrami tamimlayacagiz.
Ancak daha simdiden sunu belirtebiliriz: (4)’iin bir sonucu olarak bir bityiik
kiime sonlu sayida ayrik pargaya ayrilirsa bunlardan en az biri biiyiik olmak
zorundadir. Cekmece ilkesi gecerlidir.

Tanmim 2.18.18 ) sura sayusindaki her kasiz K icin KNA # () ise A kiimesi
Ada duragandr denir.

(2.18.14)’ten dolay: herhangi bir kasizin tiim kasizlarla arakesiti bos ol-
madigindan her kasiz duragandir.

Ornek 2.18.19 D := {a € Ny|sd(a) = w} kiimesinin Ry kiimesinde
duragan ancak kapali olmadigini savunuyoruz. K kiimesi Ny’de bir kasiz
olsun. K kiimesi No’de sondag ve Wy diizenli ¢okluk oldugundan §K =
No. Dolayisiyla K kiimesinin ogelerini kesin artan bir (ag)e<n, dizisiyle
siralayabiliriz. Bu durumda sd(«,,) = w olacagindan o, € D, dolayisiyla
DN K # () olur. D duragandir. D kiimesi de Ny’de sondag oldugundan
bu kiimenin 6gelerini de (d¢)e<x, olarak kesin artan bicimde siralayabiliriz.
A 1= SUpgoy, O¢ i¢in sd()\) = Ry olacagindan A\ ¢ D, dolayisyla D kapali
degildir. O

Duragan kiimelerin “biiyiik” i¢in verdigimiz olgiitlerin ilk iigiinii sagladigi
apagiktir. (4)'tin ise fazlasiyla saglandigim agagidaki ¢ekmece 6nermesiyle
kanitlayacagiz.

Onerme 2.18.20 « dizenli, sd(k) > w ve B < sd(r) olsun. D kiimesi
k’da duragansa her f : D — B fonksiyonun en az bir Df = 1 H{a}] saps
duragandur. Baska sozlerle D kiimesi {D¢ |§ < B} olarak parcalamirsa en
az bir D¢ duragandor.

Kanit. Savimizin yanlg oldugunu varsayalim. Her o < 8 igin x’da kasiz
bir K, kiimesini K, N DY = 0 olacak bigimde segelim. (2.18.14)’ten dolay:
K :=(14<p Ka kiimesi x’da bir kasizdir ve KN D = (). Bu ise D kiimesinin
duraginligiyla celigir. m

Tanim 2.18.21 A bir swra sayrs, X C A ve f: X = X olsun. Her £ € X
icin f(&) < & ise f fonksiyonu (geri) c¢ekilmigtir diyelim.
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Teorem 2.18.22 Fodor: r sayilamaz ve dizenli bir cokluk sayist ve D ise
k’man duragan bir altkimesi olsun. Her cekilmis f : D — k fonksiyonun en
az bir duragan D£ sapr vardr.

Kanit. Tersini varsayalim. Bir 6nceki kanitta oldugu gibi her a < «
icin x’da kasiz bir K, kiimesini K, N Df; = () olacak bigimde secelim.
K .= A, K, bu kasizlarin kogegensel arakesitleri olsun. K bir kasizdir.

Biz K N D = ) oldugunu savunuyoruz. « € K N D ve 8 := f(a) olsun.
a € Dg, f < a ve dolayisiyla o € (), ., Ko € Kpg oldugundan Kz ﬂDg # 0
celigkisi elde edilir. m

o<

Teorem 2.18.23 Ulam-Solovay : Her diizenli ve saylamaz k ¢okluk sa-
15y k-coklukta ayrik ve duragan altkimelerine parcalanabilir.

Kanit. Duragan kiimeleri iceren kiimeler de duragan olduklarindan x’da
duragan ve ayrik olan k goklukta duragan kiime buldugumuzda igimiz biter.

D :={A| A€ LimNkAsd\) =w}

kiimesi k’da duragandir. Her @ € D i¢in a’ya yakinsayan kesin artan bir
(0%) <, dizisi segelim.

Biz her v < k igin {av € D |85 > v} kiimesinin duragan oldugu bir n < w
dogal sayisinin var oldugunu savunuyoruz. Aksi halde her n < w i¢in bir
Up < K,

A, :={ae€eD|é > vy}

duragan olmayacak bigimde bulunabilir. v := sup,, ., v, dersek w < ksd(k)
oldugundan v < k olur. Her n < w igin kasiz K,, C x kiimesini A, N K,, =
() olacak bicimde segelim. (2.18.14)’ten dolay1 K := ., K, kasizdir.
Boylece DNK kiimesi x’da duragandir; 6zellikle simirsizdir. Simdi o« € DNK
0gesini ¥ < « olacak bicimde secelim. K N (Un <o An) = () oldugundan
0% < vp < v < ave boylece a = sup 08 < v < « celigkisi elde edilir.

n savundugumuz tipten bir dogal say1 olsun. f : D — k fonksiyonu
f(a) := 6% < « olarak tanimlansin. f bir g¢ekilmig fonksiyondur. n dogal

sayisinin se¢iminden her v < k igin
D,:={aeD|d >v}

kiimesi duragandir. f|D, : D, — k fonksiyonu da c¢ekilmig olacagindan
Fodor Teoremi’nden dolay1 en az bir sap1 duragandir, dd. bir v, € « ile

Dy ={a € Dy|f(e) =}

duragandir. v < 7, oldugundan {v, |v < k} kiimesi x’da sondagtir ve K
diizenli oldugundan §{v, |v < K} = k. Boylece giicii k olan bir I C &k
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altkiimesi her ¢,7 € I igin ¢ # j ise ; # 7; olacak bicimde secilebilir. Bu
durmda elbette {D} |i € I} saplar ailesi ayrik olacaktir ve her bir sap ayrik
oldugundan igimiz biter. m

Diizenli bir k gokluk sayisina {\ € k| A ulagilamaz} kiimesi x’da duragan-
sa bir Mahlo ¢okluk sayisidir veya kisaca Mahlodur denir.

Teorem 2.18.24 x Mahloysa ulasilamaz.

Kanmit. Tamim geregi x dizenli. p < k ise (u, k) araligl x’da kasizdir.
{\ € k| ulagilamaz} duragan oldugundan ulagilamaz bir A sira sayisi
1 < X\ < k olacak bicimde vardir. Bu durumda ise 12 < A\ < k ve igimiz
biter. m

Bu teoremin bir sonucu ise ZFC kuraminda Mahlo sayilarinin varliginin
kanitlanamayacagidir.

219 NEUMANN SILSILESI

Oykiiniin sonuna geldik. Matematik 6ziinde nesnelerle ilgilenmez, onlar
arasindaki bagintilaria ilgilenir. Bagintilar: kiimeler olarak tanimlayabilece-
gimizi 6grendik. C)yleyse temel Ogelerden vazgegebilir ve tiim matematigi
kiimeler tizerine kurabiliriz. Neumann’: izleyerek U evreninden tiim 6geleri
kiimeler olan ve matematik icin yeterli olacak bir V evrenini belirleyelim.
Bir takim onlemler almazsak celigkilerle karsilagabilecegimizi 6grendik. Bu
geligkilerden kurtulmanin bir yolunun yen: kiime olustururken kendisini
kullanmayip 6gelerini daha dnce olusturulmus 6gelerden se¢cmek oldugunu
ogrendik. Her ne kadar matematiksel evren olusum halinde bir evren degilse
de yeni bir kiime tanimlarken daha 6nce kiime oldugundan emin oldugumuz
ogeleri derlemek bize bir tir kime kuramsal zaman ekseni verir. V evrenin
zaman ekseni olarak Srs sira sayilar1 ahnacaktir. Teorem 2.12.12°de a = ()
ve

H:U—U(z~ Px)) ve K:U— Uz~ Uz)

alarak elde ettigimiz fonksiyonumuz F : Srs — U ve her o € Srs icin
Vo := F(a) olsun. Bu durumda:

1. Vo = 0 (Baslangigta higbir sey yoktu!).
2. Her a € Srs i¢in Voir1 = P(Vy).

3. Her X\ limit sira saysy igin Vy = U,y Va-
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Iste celigkisiz oldugunu sandigumiz ve matematik icin yeterli buldugumuz

V evreni:
V= |J Va
a€ESrs

olarak tanimlanan evrendir.
Ik birkag sira sayisi icin V, kiimelerini yazalim.

Vo=0=0.

Vi={0} ={0} =1={Vo}.

Vo ={0,{0}} ={0,1} =2 = {Vy, Vq }.

Vs ={0,1,{1},2} = {Vy,Vq, {1}, Vy}.

Vo= {0, 1, {1}, {2}, {{1}},2,{0, {1}}, {0, 2}, {1, {1}}},
{1,2}, {{1},2},{0, 1, {1}}, 3, {0, {1}, 2}, {1, {1}, 2}, V3}.

Bu baglangica kisa bir goz attigimizda dikkatimizi ceken bazi noktalar:
belirtelim: V evreninde bir tek temel 6ge vardir, o da ) = 0 bos kiimedir.
Her V, bir gecisli kiimedir. o < 8 ise V, € Vg AV, C V. Her « icin
VoNSrs = a. Ornegin V3N Srs = {0,1,2} =3, V4N Srs = {0,1,2,3} = 4.

Baslangicta gozledigimiz bu ilsikilerin genel dogrular oldugunu gorelim.
Teorem 2.19.1 1. Her VYV, gecisli bir kiimedir.

2. Her o, 8 € Srs i¢in a < B =V, € Vg, dolaysiyla V, C Vpg.

3. Vo N Srs = «, dolayisiyla o € Vqq.

4.V bir 6z sinaftar.

Kanit. 1. Sonludtesi tiimevarim kullanacagiz. i) Vo = 0 gegislidir. ii) V,,
gecigli olsun. y € © € V441 ise V441’ nin tanimindan y € x C V,,. Buradan
y € V, ve V,, gecigli oldugundan y C V, dolayisiyla y € V41 olur. Boylece
Va+1 gegislidir. iii) A bir limit 6ge ve her av < A igin V,, gecisli olsun. Gegisli
kiimelerin birlegimi de gegisli oldugundan Vy = (J, ., Vo da gecislidir.

2. a keyfi veilsin. Onermeyi X := {3|3 > a+ 1} iyi siralanmig simfinda
sonludtesi tiimvarimla kanitlayacagiz. o +1 = min X. i) 8 = a + 1 igin
tanim geregi Vo€ P(Vy) = Vg ii) Simdi o < S ve Vo€ Vg olsun. Vg
gegisli oldugundan V, C Vg, dolaywsiyla V., € Vg ;. iii) Simdi A > « bir
limit 6ge ise a < a+ 1 < A ve Vo€ V41 oldugundan V€ Uﬁ<>\ Vo =V,.

3. Sonludtesi tiimevarim kullanacagiz. i) o = 0 igin 0 = ) = Vo N Srs. ii)
a i¢in 6nerme kanitlanmig olsun (tvk). Her 5 € Srs igin

B €V, 1<Z>,8§Va<:>5§Vaﬂ57“s(ték)a<:>ﬁ€a+l.
Jr
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Dolayisiyla
O£+1:{,8|/8€Oé+1}:{,B|,8€Va+1}:ST’SﬁVa+1.

iii) 9imdi A bir limit sira sayis1 olsun ve her o« < A i¢in @ = V,, N Srs olsun
(tvk). Bu durumda

A=Ja=]Vansrs= (U Va>msrs(t2“)vmsrs.

a<<A a<A a<A

a=V,NSrs CV, oldugundan o € V1.

4. (3)’'ten dolay1 Srs C V, dolayisiyla V bir 6z simftir. =

Simdiye kadar elde ettigimiz teoremlerin hi¢birinde kiimeler i¢in “z ¢ z”
gibi bir aksiyoma gerek duymadik. Gergekten de geleneksel matematik igin
boyle bir aksiyom zorunlu degildir. Ancak yine de tanidik kiimeler i¢in bu
boyledir ve Russell celigkisinden dolay:1 da bu tip kiimeler bir sekilde bize se-
vimsiz goriinmektedirler. () kiimeden baglayarak adim adim olusturdugumuz
V evreninde gergekten her = € V igin « ¢ = dogrudur. Bunu az ileride
gorecegiz.

V evreninin herhangi bir z 6gesi verilisin. Bir « igin € V441 ise Vo
gecisli oldugundan x C V,;. Diger yandan V.41 kiimesinin tanimindan
dolay1 ayni zamanda x C V. Bu nedenle

sv(x) :=min{a |z € Voq1} = min{a |z C V,}.
sv(x) sira sayisina x 6gesinin V evrenindeki seviyesi denir. Bu tanima
gbre Ornegin
sv(0) = 0,sv(1) =1, sv({1}) = sv(2) = 2,
sv(3) = sv({1,{1},2}) = sv({0,2}) = sv({2}) = 3.

Olaya soyle de bakabiliriz. Bir tek () temel 6gemiz var ve onu 0. seviyeden
oge olarak acikliyoruz. Her § < « i¢in 8 seviyesinden Ogeler aciklanmig
olsun. Seviyesi o + 1 olan bir kiimenin 6gelerinin seviyeleri < « olacaktir
ve en az bir 6gesinin seviyesi ise a olmalidir. Bu nedenle

sv(z) =sup{sv(y) + 1|y € x} = U{sv(y) +1|y € x}.

Dolayisla
Ve,y e V(z € y = sv(z) < sv(y)) (2.23)

(2.23)’den dolay1 herhangi bir € V i¢in « € x varsayimi bizi hemen
sv(x) < sv(x) geliskisine gotiirtir. Dolayisiyla her x € V igin x ¢ x.
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Tamim 2.19.2 X swnufe verilsin. Bostan farkly her Y C X altkimesinin bir
z €Y ogesi zNY = 0 olacak bigimde varsa X simafi temellidir denir. X
sinafine temelliyse ve ayrica her x € X ogesinin XS uzantisy bir kiime ise
X simfi tyr temellidir denir.

Teorem 2.19.3 V swinsfs iyi temellidir.

Kanmit. 1. ) # X C V altkiimesi verilsin. o := min{sv(z)|z € X} ve
A:={z € X |sv(x) = a}olsun. Her a € A 6gesi X kiimesinin bir € —kii¢iik
ogesidir. Dolayisiyla € bagintisi temellidir.

2. 2 € V 6gesi keyfi verilisin. o := sv(z) olsun. Oncelikle z € V1.
Va+1 gecisli oldugundan her y € x icin y € V441 oldugundan x 6gesinin
V simfindaki € bagimtisina gore uzantis1 V§ = {y |y € z}, Vo411 kiimesinin
bir altkiimesidir. m

Lemma 2.19.4 X temelli bir simifsa her x € X igin x ¢ .

Kanit. Gergekten de bir z € X icin € x oldugunu varsayalim. ¥ =
{z} C X altkiimesi i¢in x € xNY, dolayisiyla xNY # @ olur. Diger yandan
Y kiimesinin yegane 6gesi z ve X temelli oldugundan z N'Y = () olmas
gerekir. Celigki! m

Iste uygun aksiyomlar secerek bicimsellestirmeyi diisiindiigiimiiz evren
bu (V, €)! Ancak bunun nedenlerini ve aksiyomlarimizin neler olabilecegini
tartigmadan 6nce bir bagka yaklagima kisaca deginelim.

2.19.1 Kiimesel Evrenler, Evrencikler

Aslinda evren olarak adlandirilan bir kavrami taniyacagiz. Ancak biz bu adi1 V
i¢in kullandigimizdan bunlara kiimesel evren veya evrencik demeyi yegledik.
Bunlar kiimeler olacaklar, birlesim ve kartezyen carpimdaki damga kiimeleri de bu
kiimede olmak {iizere, temel kiime iglemlerine gore kapali olacaklar.

Tamim 2.19.5 Asagidaki kosullar saglandiginda bir E kimesine bir ev-
rencik veya kiimesel evren diyecegiz:

1. EeV.

2. we F.

Co

. E gecislidir.

BN

.V (xr € E= P(x) € E).

N

. Her z icin, x C E ve x ile E esgucli degilse x € E.
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Bircok matematikgi icin tiim V evreninde cgaligmak yerine bir kiimesel
evrende calismak yeterlidir. Bu yaklagim asagidaki teoremde gerekgesini
bulacaktir.

Teorem 2.19.6 Her kiumesel E evreni i¢in asagidakiler gecerlidir.
(i) V€ E (hz < §E).
(i) w<4E.
(iii) Vz,y(xCye E=z€E).
(iv) Vz,y(z,y € E= {z,y} € E).
(v) Ve,y € E (z,y) € E.
(vi) Vr,ye Exzxyée€E.
(vii) Nre E(f:x— E = resf,f €E).
(viii) BE ulasilamaz.
(ix)  Herx € E i¢in|Jx € E.
(x) ITe EnViel(x; € E)= Ucrzi,[Lic;vi € E.

Kanit. (i): z € E keyfi verilsin. (2.19.5)(4)’ten dolay1 P(x) € E ve
(2.19.5)(3)’ten dolay1 ise P(x) C E. Boylece tx < P (z) < tE.

(ii). (2.19.5)(2) ve (i) ile w < 4E.

(ili): x Cy € Fise x € P(y) € E ve E gegisli oldugundan = € E.

(iv): x,y € F keyfi verilsinler. {z,y} C E. g{z,y} < w < §E oldugundan
(2.19.5)(5)’ten {z,y} € E.

(v) Dogrudan (iv)’ten gikar.

(vi) z,y € F keyfi verilsinler. F gegisli oldugundan x,y C E. Dolayisiyla
(v) ile her u € z,v € y icin (u,v) € E olur. Boylece z x y C E olur. (ii)’den
dolayr E sonsuzdur. Diger yandan (i)’den dolayr fx < §E ve fy < tE
oldugundan f(z x y) < hE elde edilir. (2.19.5)(5)’ten = x y € E elde edilir.

(vii)x € Eve f:x — Eolsun. resf C E ve fresFE < fjz < E oldugundan
(2.19.5)(5)’ten resf € E olur. Once (vi) ile & x resf € E, ardindan (iii) ile
f € F olur.

(viii) w < §E =: k oldugundan F sayilamaz sonsuzdur. x’'nin diizenli
olmadigini varsayalim ve sd(xk) <  olsun. Bu durumda jA = sd(k) olan
bir A C E altkiimesi vardir. (2.19.5)(5)’ten dolay1 A € E ve (vii)’den dolay1
ise 1E C E. boylece (2.16.12)(1) ile

Kk <!k =I(4E)y = (AE) <tE =&

geligkisi elde edilir. Boylece « diizenlidir. Simdi g < « herhangi bir ¢okluk
sayisi olsun. F kiimesinin p = fjz olan bir x C E altkiimesi vardir. Kiimesel
evren tanimin sirastyla (5), (4) ve teoremimizin (i) 6nermesinden = € E,
P(x) € E ve 12 = fP(z) < k elde edilir. Sonucta x ulagilamazdir.
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(ix): z € FE keyfi verilsin. E gegisli oldugundan her y € z i¢in y € E,
dolayisiyla y C E oldugundan |Jz = Uyém y C E olur. £ diizenli ve (i) ile
hr < Kk ve her y € z i¢in fy < k oldugundan (2.16.10)(3) ile

Wz <D tw<w

olur. (2.19.5)(1) ile Jx € FE elde edilir.

(x) I € Eveherieliginax; € Folsun. Y := {z;|i € I} olmak iizere
Y C E ve Y = tI < gE oldugundan (2.19.5)(5) ile Y € E olur. (ix)
ile B := Ujc;zi = UY € E, dolaysiyla v := §B < k. (vii)’den dolay1
[I;c;z: € E. Diger yandan [[,c; 2 C 'B. k ulagilamaz, i < kK ve v < K
oldugundan p := max{l, v, Ro} i¢in Xy < p < k olur. (2.15.13)’ten ve k'nin
ulasilamaz olmasindan

i =) <6('B) =W <tpt =12+ <

buradan da (2.19.5)(5) ile [[,c;z; € E. =
Onerme 2.19.7 1. Ya V, = {z € V|sv(z) < a}.
2. k ulasilamazsa HV, = K.

Kanit. 1. (a) C: x € V,, ise seviyenin tanmimi geregi sv(z) < a. (b)
z € V ve sv(r) < a olsun. Dolaysiyla x € Vg4 ve sv(z) +1 <
(2.19.1)(2)’den z € V4.

2. (a) (2.19.1)(3)’ten k = SrsNV,, C V,, oldugundan x < V. (b) Simdi
V. < k oldugunu kanitlayacagiz. Her seyden 6nce x bir limit sira sayisi
oldugundan tanmim geregi Vi = (J, ., Vo. Diger yandan (V,)a<x artan bir
dizi oldugundan [V, = sup,.,. V.. Her a < & i¢in §V, < & oldugunu
kanitlarsak igimiz biter. Bunu sonluétesi tiimevarimla kanitlayacagiz. (i)
a = 0 i¢in Vo = () oldugundan sav dogrudur. (i) a < k ve §V, < k olsun.
# ulagilamaz oldugundan

o U

(Vai1 = EP(V,) =122Ve < k.

(iii) Simdi v < & bir limit sira sayisi olsun ve sav her 5 < « i¢in kanitlanmig
olsun. & bir ¢okluk sayisi oldugundan fja < k. k diizenli, joo < kK = sd(k)
ve her < a igin [V5 < s oldugundan p := supg, Vg < k. Tanim geregi
Vo = U5<a Vg ve (Vg)g<q artan oldugundan 1V, = p < k ve igimiz biter.
[ ]

Teorem 2.19.8 E € V kiimesinin bir evrencik olmast igin gerek ve yeter
kosul ulagilamaz bir k ile E =V, olmasidur.
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Kanit. =—>: F bir evrencik olsun. (2.19.6)(viii)’den « := §E ulagilamaz
gokluk sayisidir. Simdi £ = V, oldugunu savunuyoruz. V, kiimelerinin
tanimindan ve k ulagilamaz oldugundan

(1) Va<k(Vy < k)

oldugu kolayca goriilir. V, ¢ E oldugunu varsayalim. Her z € V, icin
tanmim geregi sv(z) < k. Simdi V\E deki 6geler iginde seviyesi en kiigiik
ogelerden biri z olsun. x ¢ E ve sv(x) < k. & € V441 ve K bir limit
sira sayist oldugundan sv(x) +1 < k.  C Vg, oldugundan (1) ile jz < &
olur. z 6gesinin seciminden dolay1 her y € x i¢in y € E oldugundan « C F,
dolayisiyla (2.19.5)(5) ile € E olur. Bu bir ¢eligkidir; V, C E olmahdur.
Simdi
(2) Vz(xre F= sv(z) € E)

oldugunu savunuyoruz. Savimizin yanlig oldugunu varsayalim ve z € FE
ogesi sv(x) ¢ E olan 6gelerden seviyesi en kiiciik olanlardan biri olsun. z
ogesinin se¢iminden dolay1

B :={sv(y)|y€x} CE.

Diger yandan (2.19.5)(1) ile §B < iz < k. Bu nedenle (2.19.6)(x) ile |y B €
E olur. o := |J B olsun.

sv(@) = J{sv(y) +1|yea} = J{B+1|8€ B}

oldugundan sv(z) = a veya sv(z) = a+1 olur. (2.19.6)(iv)+(ix) ile a+1 =
aU{a} € E. a € E ile beraber bu sv(z) € E demektir ki sv(z) ¢ E se¢imi
ile celigir! Dolayisiyla (2) savimiz dogrudur.

(2)’den her x € E igin fsv(z) < k elde edilir. £ ulagilamaz oldugunda
sv(z) < (gsv(z))™ < K. Boylece her x € E igin sv(z) < k, dolayisiyla
(2.19.7)(1) ile E C V,. Sonugta E =V, kamtlanmigtir.

<=: SJimdi « ulagilamaz ve E = V, olsun. (2.19.5) tamminin ilk dort

kogulu dogrudan saglanmigtir. Simdi x C V,; ve fjz < §V, 2130() K olsun.

# diizenli oldugundan « := sup,¢, sv(y) < &, dolayisiyla sv(z) < a+1 <K
vexr €V, ®

Son iki teorem bize iki gey Ogretir. Bir yandan E bir evrencikse ve biz
yvalnizca x € E kiimeleriyle calisirsak kiime islemleri bizi E evrenciginin
digina gikarmazlar; F yeterlidir. Diger yandan ZFC kuraminin aksiyom-
lar1 ulagilmaz ¢okluk sayilarinin varligini garantilemedikleri i¢in ayni sey
evrenciklerimiz icin de s6z konusudur.
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2.19.2 (V,€) Evreni

Once bu evrenin niye yeterli olacagim diigiindiigiimiizii belirtelim. Her sey-
den 6nce tiim sira sayilarimizin bu evrende oldugunu 6grenmis bulunuyoruz.
Dolayisiyla dogal sayilarimiz ve buradan yola ¢ikarak tam, gercek ve karma-
stk sayilarimiz bu evrendedir. Bize herhangi bir A kiimesi verildiginde iyi
Siralama Teoremi yardimiyla A ile eggiiclii bir « sira sayis1 bulabilecegimizi
ogrendik. Esgiiclii kiimelere ayni gozu ile bakacaksak bu evren her glicten
kiime icermektedir, dd. her kiime bu evrende temsil edilmektedir.

V evreni bir bakima () kiimeden yola cikip simdiye kadar basimiza dert
acmamig kiime iglemleriyle kazanilmigtir. Burada sorun c¢ikacagini diisiin-
miiyoruz, daha dogrusu sorun ¢ikmayacagina iliskin bir beklentimiz var.
Diger yandan V’nin tanimi ortadayken aksiyomlar igin bir arayisa gerek
var mi1?

Burada bir noktanin altini gizmekte yarar var. Biz icinde geligkilerle
kargilagtigimiz bir U evreninden yola giktik. Bu evrende bazi ayiklamalar
yaptik ve bizi ¢eligkilere gotiirmeyecegini umdugumuz daraltmalarla U evre-
nine ulagtik. Bu evrene ait «a sira sayilarini kullanarak V evrenini tanimladik.
Ne U ne de V evrenlerinin verilen aksiyomlarla geligkisiz olup olmadiklarini
bilmiyoruz. Bu boliimiin sonunda verecegimiz, aslinda kitapta uyguladigimiz
aksiyomlarla Aksiyomatik Kiimeler Kurami kitabinda yola gikacagiz. Ne
yazik ki bu aksiyomlarla tanimlanan kiimeler kuraminin celigkisiz olup ol-
madigini bilmiyoruz. Celigkisiz oldugunu umuyoruz, o kadar.

Her ne kadar V evreni bog kiimeden yola cikilarak tanimlanmis gibi
goriinse de gergekte hig de 6yle degildir. V evreninin taniminda sira sayilarini
ve tekrarli teorem gibi ¢ok gliclii bir teoremi kullandik! Demek ki igimiz var.
Aksiyomlarimizi 6yle se¢meliyiz ki bize sira sayilarimizi vermeli ve biz on-
lar yardimiyla aksiyomlarimizin belirledigi bir V evreninde benzer bigimde
tanimlayacagimiz 'V, kiimeleriyle V= | V. oldugunu kanitlayabil-
meliyiz.

Bu evrendeki tiim teoremleri kazanabilecegimiz aksiyomlar neler olabilir?
Veya en azindan neler olmalidir? Yeterli oldugunu umdugumuz aksiyomlar
sozel olarak verecegiz. Ancak biz (II.1)’de, her ne kadar Cantor Kiimeler
Kuramu iglenecekse ve bu kuramin aksiyomlar: (Uz), (DerC) ve (Seg) ise de,
(DerC)’yi tam giiciiyle kullanmayacagimizi ve yetinecegimiz aksiyomlar
vermistik. Bir kez daha bunlari su anki bilgilerimiz 1s18inda yazalim ve
orada belirtigimiz gibi (Soz*) aksiyomu yeni bir (Soz) aksiyomu ile yer
degistirecektir.

Her kuram icin en temel sey nesnelerinin birbirine ne zaman esit olacagi-
nin bilinmesidir. V evrenimizdeki tiim nesneler bir kimedir. Bir tek asal
oge vardir, o da bog kiimedir. Oyleyse iste ilk aksiyomumuz:

aeSrs
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Aksiyom (Uz): Iki kiime aym 6geleri iceriyorlarsa birbirine esittir.

Matematigin en temel kavraminin bagintilar oldugunu, bunlar icin ise
sirali ikili kavraminin yeterli oldugunu gordiik. Diger yandan sirali ikilinin
Kuratowski tanimina gore bu kavram igin = ve y kiimelerse {z,y} nin de
bir kiime oldugunu bilmek yeterlidir. Bunu ikinci aksiyom olarak secelim:

Aksiyom (Cift): x ve y kiimelerse {x,y} de bir kimedir.

CKK kuraminda A bir kiime ailesi oldugunda | J.A da bir kiimeydi. Ama
simdi ktimelerimizin 6geleri de kiimeler olacagindan her kiimemiz bir kiime
ailesidir. Iste bir sonraki aksiyom:

Aksiyom (Bir): Her x kimesi i¢in | Jz de bir kimedir.

Bagimiz derledigimiz nesneler ¢oksa derde giriyordu. Kiimeler ise bizim
igin biiytlik degil kii¢iik cokluklar anlamina gelmeliydi. Oyleyse bir kiimenin
ogelerinin bir kismini derlersek onlarda bir kiime olustururlar, dd.:

Aksiyom (DerZ): Bir kimenin bir ¢(x) ézelligine sahip dgeleri bir
kiime olusturur.

Kiimeler bir anlamda kii¢iik simiflar olacaklardir. Kiigiik siniflarin altcok-
luklar1 da kiigiik olacaklarindan kiimelerin altgokluklarimin da bir kiime
olmasini isteyecegiz.

Akiyom(Kiig): Kimelerin altcokluklar: da bir kimedir (Kugtik Cokluk
Aksiyomu).

Giig kiimesi CKK kuraminda ¢ok temel bir rol oynamaktadir. Ger¢i P(x)
kiimesinin giicli « kiimesinin giiciinden biyiiktiir. Ancak gii¢ kiimesi bizi
heniiz hicbir celigkiye gotiirmediginden ondan da vazge¢mek istemiyoruz.

Aksiyom (Giig): x bir kiimeyse P(x) de bir kimedir.

Herhangi bir fonksiyon altinda bir kiimenin resminin giicii en fazla bu
kiime kadardir, dd. fonksiyonlar kiigiik ¢okluklar: kiiciik ¢okluklara resme-
derler:

Aksiyom (Yer): Herhangi bir fonksiyon altinda bir kiimenin resmi de
bir kimedir.

Yukarida verdigimiz aksiyomlarin hicbiri bir kimenin varligine iler: sir-
mezler, verilen kiimelerden yeni kiimeler kazanma yontemleridirler. Evren
olarak bog kiimeyi segersek (), €) bu aksiyomlar igin bir modeldir. Evreni-
mizde hi¢ kiime olmayacagindan kiimeler icin séylemlerde bulunan bu aksi-
yomlar bog bildirimler olarak dogrudurlar. Ancak simdiye kadar verdigimiz
aksiyomlar i¢in bir (M, €) modelimiz var ve M # () ise bu modelimiz epeyce
zengin olmak zorundadir. M evrenimizde en az bir X kiimemiz olacaktir.
Ama hemen ardindan () = {z € X |z # z} € M olacaktir. Buradan yola
devam ederek ornegin Neumann dogal sayilarmin, onlardan olusan sonlu



2.19 NEUMANN SILSILESI 259

kiimelerin de M evrenimizin 6geleri oldugunu gormek kolaydir. Bu nedenle
simdiye kadar verdigimiz aksiyomlara gecici olarak

(Bos) Higbir égesi olmayan bir O kiimesi vardur.

aksiyomunu ekleyelim.

(Vy,, €) simdiye kadar verdigimiz aksiyomlar1, (Bos) da dahil olmak tizere,
saglayan bir modeldir. Bunu gérmek ¢ok kolaydir. Sadece (Yer) aksiyomu-
nun niye saglandigim kisaca belirtelim. V,, = (J, ., V' nin 6geleri sonlu
kiimelerdir. x € V,, ise « sonlu oldugundan herhangi bir f fonksiyonu igin
m = sup{sv(f(y))|y € x} sonludur ve flz] C V,,4o bir kiimedir. V,,
gecigli oldugundan 6gelerinin 6geleri de yine V,,’dadir; bu nedenle V,’ya
kalitsal sonludur denir. Diger yandan w sonsuzdur. Biz w’nin bir sinif, dd.
w C V,, oldugunu biliyoruz ama aksiyomlarimizdan w € V,, oldugunu, yani
bu modelde w’nin bir kiime oldugunu soyleyemeyiz! Bu nedenle V,, evreni
matematik yapilayamayacak kadar fakirdir.

w smifinin kiime olmasini garanti edecek bir aksiyoma gereksinim vardir.
Bu aksiyom fazladan kavramlar gereksindirmeden ifade edilebilmelidir. U
evreninde N Neumann dogal sayilar kiimesinin iki temel 6zelliginin i) ) € N,
ii) Ve(zr € N = x U {2z} € N) olduklarin: biliyoruz. Bu iki 6zellige sahip
olan bir X simifina tiimevarimsal diyecek ve bunu Tw(X) ile gosterecegiz,
dd.

To(X) <= i)be XAV (ze X = zU{z} € X)

Kuskusuz U ve V birer tiimevarimsal siniftirlar ve N = ﬂTU( x) X. Bir son-
raki aksiyomumuz en az bir timevarimsal kimenin varhigin ister. O zaman
bu tiimevarimsal kiimenin altkiimesi olarak N’nin de kiime olmas1 garanti-
lenmis olur. Iste bir sonraki aksiyomumuz:

Aksiyom (Soz): () 'yi ve her y € x dgesiyle birlikte y U {y} kimesini de
iceren bir x kiumesi vardor.

(Soz) aksiyomu en az bir  kiimesinin varhgim ister. Dolayisiyla bu kiime
ile birlikte evrenimizde () de olmak zorundadir ve gegici olarak aldigimiz
(Bog) aksiyomundan vazgegebiliriz. (Soz) aksiyomu warlk ileri siiren ilk
aksiyomumuzdur. V evrenimizin temelli oldugunu da 6grendik ve bu her x €
V i¢in = ¢ x oldugu sonucunu da verir. Her ne kadar geleneksel matematik
i¢in zorunlu olmasa da bunu da aksiyomlarimiz arasina alacagiz.

Aksiyom (Tem): Bostan farkly her kiimenin kendisiyle arakesiti bos
olan bir dgesi vardar.

Buraya kadar verdigimiz aksiyomlarin belirledigi kiimeler kuraminin kisa
ad1 ZF’dir.
Geriye bir aksiyom kaldi: Segme Aksiyomu.
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Aksiyom (Seg): 0 ¢ x ise bir f:x — |Jx fonksiyonu her y € x i¢in
f(y) € y olacak bigimde vardar.

Verdigimiz aksiyomlar matematikgilerin en ¢ok tercih ettikleri ZFC ku-
raminin aksiyomlaridir. Bu kuramin nesneleri kimelerdir.

Biz Aksiyomatik Kiimeler Kurami kitabinda NBG kuramini inceleyece-
giz. Nesnelerimiz siniflar olacak. Bir bagka sinifin 6gesi olan siniflara kiime
diyecegiz. ZFC aksiyomlarindan beginde degisiklik yapacagiz. Nesnelerimiz
simdi siiflar olmak tizere (Uz) aksiyomunu asagidaki gibi degistirecegiz.

Aksiyom (Uz): Iki ssmf ayn 6geleri iceriyorlarsa birbirine esittir.
Ikinci olarak (DerZ) aksiyomu biraz kabaca asagidaki gibi degistirilecektir.

Aksiyom (Der): Kimelere iliskin her (x) ézelligi bir {z |¢(x)} simfi
olusturmak tzere derlenebilir. Derlemeyi bir y kiimesinin 6gelerine kisitlar-
sak elde ettigimiz {z|x € y N(x)} sinife da bir kiimedir.

Elbette 1)(z) 6zelliklerinin tam olarak ne olduklar: netlegtirilmelidir. (Yer)
aksiyomunun ifadesi ayn: kalacak, ancak gsimdi bu ifadedeki fonksiyonun
bir sinayf olmasina da izin verilecektir. ZF yalmizca kiimelerle calistigindan
oradaki fonksiyonlar bir kiime olmak zorundadirlar. (Tem) aksiyomunun
ifadesi aym kalacak ancak simdi oradaki x nesnesinin bir sinif olmasina da
izin verilecektir. Son olarak (Se¢) aksiyomunun ifadesi aym kalacak ancak
oradaki x nesnesinin bir kume oldugu kosulu eklenecektir.

Aksiyomatik Kiimeler Kuraminda ni¢gin NBG’yi sececegimizi kisaca be-
lirtelim. Matematikciler tarafindan en ¢ok yeglenen ZFC’dir. Kategori ku-
rami ve kiimeler kuraminin kendisini bir kenara birakilirsa matematigin geri
kalan kismi igin ZFC yeterlidir. Ger¢i ZFC’nin celigkisiz oldugu kanitlan-
mamigtir. Yine de ¢ogu matematik¢inin paylastigi, ZFC’nin ¢eligkisizligine
iligkin ¢ok yaygin bir giiven duygusu var. Biz NBG aksiyomatik yonte-
mini kullanacagiz. Her seyden énce ZFC ve NBG’deki kiimelere iligkin te-
oremler 6zdegtirler. Bu nedenle NBG’yi se¢gmekle kiimelere iligkin teoremler
degismedigi i¢in bir yandan ZFC de 1srar edenlerle uyusurken onlarin bes-
ledigi guiveni de paylagiyor olacagiz. Diger yandan bagtan simiflara yer ver-
menin getirdiklerinden yararlanacagiz. Ayrica NBG kurami ZFC’nin gére-
celi geligkisiz bir geniglemesidir, dd. ZFC ¢eligkisizse NBG’nin de celigkisiz
oldugu kanitlanmigtir. Son bir estetik avantaj ise NBG’nin sonlu sayida
aksiyomla verilebir olmasidir. Bunu agalim. Aslinda (DerZ) ve (Der) bir
aksiyom degil birer aksiyom semalaridirlar; bunlar secilen her bir ¢ icin
bir aksiyom verirler. Aym sey (Yer) i¢inde s6z konusudur; segilen her fonk-
siyon igin bir aksiyom verirler. ZF veya ZFC sonlu aksiyomla verilemezken
NBG sonlu aksiyomla verilebilmektedir.
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220 CANTOR'UN AKSIYOMLARI GERCEKTE
NELERDIR?

Kiimeler kuramiyla ayrica ilgilenmemis isek kulaktan duyma bilgimiz, Rus-
sell’in agmaziyla Cantor’un kuramini, dolayisiyla matematigin temelini di-
namitledigi yoniindedir. Ancak biz Russell’dan ¢ok o6nce Cantor’un ve
Burali-Forti'nin kiimeler kuramindaki agmazlarin bilincinde olduklarini 6g-
renmis bulunuyoruz. Kiimeler kuraminin agmazlarindan soz edildiginde Rus-
sell’in isminin daha sik gegmesinin nedenlerinden ikisi sunlar olabilir: Birin-
cisi Russell agmazin yalinligi ve kiimeler kuramindan higbir 6n bilgi gerek-
tirmemesidir, ikincisi ise hocas1 Whitehead ile birlikte, sonradan izlenmese
de, krize ilk ¢6ziimi getirmis olmalaridir.

Bu béliimiin baginda Cantor’un aksiyomlarmim (A;):=(UzCs), (Ag):=
(DerCs) ve (As):=(Seg¢) oldugu sdylenir demistik. Gercek dostu diyebi-
lecegimiz Dedekind’e yazdig: ii¢ dort mektup aslinda tiim igin 6zetidir di-
yebiliriz. Bu mektuplardan Cantor’un diger aksiyomlarini siiziip onlar1 da
(Ag) olarak numaralayacagiz.

Dedekind’e 28 Temmuz 1899’da yazilmig bir mektuptan:

“Nesnelerin belli bir goklugu (sistemi, toplulugu) kavramin-
dan yola gikildiginda, (daima belli ¢okluklar1 kastediyorum) iki
tir goklugu ayirt etme zorunluluguyla kargilagiyorum.

Zira bir ¢okluk 6yle olugsmus olabilir ki, tiim 6gelerinin “bir-
likteligi” varsayimi bizi geligkilere gotiirebilir, dolayisiyla coklu-
gu bir birlik, “tamamlanmig bir nesne” olarak kavramak olanak-
sizlagir. Boyle cokluklara mutlak sonsuz veya savunulamaz ¢ok-
luklar diyorum.

Herkesin kolayca gorecegi gibi “tiim diistintilebilinenlerin top-
lulugu” boyle bir cokluktur®®. Ileride bagka érneklerle de karsila-
sacagiz.

Buna karsilik bir ¢okluga, 6gelerinin hepsi geligkisiz bicimde
“birlikte olarak” diisiiniilebiliyor, dolayisiyla “bir nesne”ye der-
lenebilirlikleri olanakli ise savunulabilir cokluk veya kiime diyo-
rum...

Iki esgiiclii coklugun ya ikisi de kiimedir ya da ikisi de savu-
nulamazdir (Ay).

Bir kiimenin herhangi bir alt ¢oklugu da bir kiimedir (As).

39Dedekind’in sonsuz cokluklarin varhigimm kamtindaki yanlis tam da boyle bir sistemden yola
c¢ikmasidir.
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Bir kiimenin 6geleri de bir kiimeyse, bunlarin 6gelerine gecil-
diginde yine bir kiime elde edilir (kastedilen sudur: A bir kiime
ve her x € A de bir kiime ise | J A da bir kiimedir) (4g). ... Srs

gokluklugunun savunulamaz oldugunu kanitlar ([16]).”

Bu mektuptan ¢ok net olarak iyi tanimli olmak ve geligkiye gotiirmenin
farkl seyler oldugunu o6greniyoruz. Cantor icin iyi tanmimh iki tiir ¢okluk
vardir, kiimeler ve savunulamaz cokluklar ki bunlara bugiin siniflar di-
yoruz. Iyi tammh bu ¢okluklardan bazen “simf”, “sistem” veya cokluk
diye sOzetmigtir. iyi tanimli bu cokluklar: elbette yok sayamayiz! Onlar
vardir ve celigkiler ancak onlara kiime dedigimizde vardir. Cantor tiim sira
sayilariin €2 sisteminden s6z etmekten ¢ekinmemistir. Bu mektupta ayrica
(DerZ)=(As) ve (Bir)=(Ag) aksiyomlarim goriiyoruz. Ayrica bu mektup-
taki aksiyomlar (Seg¢) ile birlikte (Yer) aksiyomunu da kapsar. Gergekten
de f tamim kiimesi kiime olan bir fonksiyon olsun. f birebirse tanf ve resf
esglicli gokluklar olacaklar, dolayisiyla (A4)’e gore ya ikisi de kiime, ya da
ikisi de savunulamaz olacaklarindan resf de bir kiime olacaktir. f birebir
degilse f : tanf — resf oOrten oldugundan (Seg) yardimiyla birebir bir
g :resf »— tanf tamimlanir. resg bir kiimenin altkiimesi olarak bir kiime-
dir; resf = tang ise resg ile esgliclii bir ¢cokluk oldugundan bir kiimedir.
Sonucta f bir fonksiyon ve tanf kiimeyse resf de bir kiimedir.

28 Agustos 1899 tarihli mektuptan:

“... Kendinelerine
No, Ny, Ny e e, Ny, o

cokluk sayilarimi kargilik getirdigim iyi siralanmig ¢okluklar veya
dizilerin aciklanmis anlamda “kiime” olduklarini, yani “savu-
nulabilir ¢cokluklar” olduklarini nereden bildigim sorusu ortaya
atilmahidir. Bu cokluklarin “savunulamaz” olduklar1 ve “tiim
Ogeleri nin birlikteligi” varsayiminin ¢eligkisinin heniiz kendisini
a¢ik etmedigi diiginiilemez mi? Buna yanitim bu sorunun ayn:
zamanda sonlu ¢okluklara da genigletilmesidir ve daha ayrintili
irdelemelerin gu sonuca gotiirdiigiidiir: Sonlu ¢okluklar i¢in bile
“savunulabilirliklerinin” bir “kanit1” wverilemez. Baska sozlerle:
Sonlu ¢okluklarin “savunulabilirlikleri” basit, kanitlanamaz bir
gercektir, o (kelimenin eski anlaminda) “aritmetigin aksiyomu-
dur” (A7). Ve ayn sekilde alefleri kargilik getirdigim gokluklarin
“savunulabilirlikleri” “genisletilmig sonludtesi aritmetigin aksi-
yomudur (Ag) [16].”



2.20 CANTOR'UN AKSIYOMLARI GERCEKTE NELERDIR? 263

Dedekind gibi titiz ve parlak bir matematik¢inin sonsuz kiimelerin varligi-
n1 kanitlamaya kalkigtigini diisiiniirsek bu mektuptan Cantor’un ne kadar
titiz oldugunu daha iyi anlariz. Bu mektupta siylenenler elbette (Cift),
(Soz) ve (Giig) aksiyomlarini kapsar. (Cift) dogrudan (A7)'nin bir sonucu
iken (Soz) ile “Ng bir kiimedir” 6nermeleri denktir. Sonlu kiimelerin giig
kiimeleri de sonlu oldugundan, bunlarin kiime oldugu (A7)’nin bir sonu-
cudur. X bir sonsuz kiime ve X = k ise 12% bir N, olarak bir kiimedir.
P(X) «12F =R, oldugundan (Ay4) ile P(X) de bir kiime olur.

Ancak (A7) ve (Ag) aksiyomlar1 “sonlu” ve “cokluk sayis1” gibi kuramin
ileri evrelerinde tartigilabilen kavramlari icermektedirler. Dolayisiyla bir ak-
siyomatik kuramda baga aksiyom olarak alinmaya uygun degillerdir. An-
cak bu bolimi bitirmis ve kavramig biri icin (A7), (As) aksiyomlarinin
(A1),...,(46), (Cift), (Soz) ve (Giig) aksiyomlarimdan kazanilabilecegini
gormek son derece kolaydir.

31 Agustos 1899 tarihli mektuptan:

“...Egglicli kiimelere bir ve ayni gii¢ sinufini, esglclii olma-
yan kiimelere farkl smiflar1 karsilik getirip tum dustindlebilir
stnaflarin S sistemini inceleyecegiz.

a’dan ayni zamanda, s6z konusu sinifindaki tiim kiimeler igin
ayni olan, bu smifin kiimelerinin giiciinli veya ¢okluk sayisini
anlayacagim. a simnifindan herhangi bir kiime M, olsun.

Tiimiiyle belirli, iyi tanimli S sisteminin bir “kime” olmads-
gJine savunuyorum.

Kanit: S bir kiime olsaydi tiim siniflar tizerinden alinan

T:UMa

birlegimi de bir kime olurdu; dolayisiyla belli bir sinifa, diyelim
ki ag sinifina ait olurdu. Fakat agagidaki teorem gegerlidir:

“M”giicti a olan bir kiimeyse kendisinde giicii @’ > a olan
bir bagka M’ kiimesi elde edilebilir.”.....

Dolayisiyla af, ap’dan biiyiik herhangi bir ¢okluk sayisi ol-
sun. Dolayisiyla giicli ap olan T kiimesi, af, giicii daha biiyiik
olan M, kiimesini altkiime olarak icerir; bu ise bir ¢eligkidir. Bu
nedenle T sistemi ve onunla birlikte S sistemi kiime degildirler.
Dolayiswyla belirli ancak ayni zamanda birlik olmayan cokluklar,
dd. “tiim 6gelerinin gercek birlikteligi” mimkin olmayan ¢okluk-
lar vardir. “Savunulamaz gokluklar” dediklerim igte bunlardir,
digerlerine “kiime” diyorum [16].”

Her x ¢okluk sayisi i¢in & ile esgliglii bir §A, kiimesi alir ve |J, Ay
coklugunun savunulamaz oldugunu kanmitlar. A, olarak elbette x alinabilir.
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Demek ki |JCks savunulamaz. Dolayisiyla, | JCks C U oldugundan U sa-
vunulamaz. Bu durumda elbette | JU da savunulamaz olacaktir. Bu son
mektuptan yeni bir aksiyom gikarmiyoruz ancak Cantor’un “Tiimiiyle be-
lirli, iyi tanimh kiime olmayan sistemlerin” bilincinde oldugunu bir kez daha
vurgulamig oluyoruz.

Sonugta Cantor aksiyomlari ZFC ve NBG kuraminin aksiyomlarinin
(Tem) aksiyomu diginda tiimiinii kapsar. Ancak (Tem) kiimeler kuraminin
olmazsa olmazi degildir ve bu bir eksiklik degildir. Geriye doniip baktigimiz-
da Cantor’dan sonra gelenlerin kiimeler kuramina aksiyomatik baglamda
yaptiklari en 6nemli katki, Fraenkel ve Skolem’in ¢caligmalariyla “iyi tanimh
kiime” kavramimin netlestirlimesidir.

Cantor Kiimeler Kuramina verilen isim genelde “Naive set theory”dir.
Bundan kastedilen aslinda bigimsel olmayan kiimeler kurami demektir [46].
Boyle anlagildiginda bir sorun yoktur. Ancak “naive= saf; safdil; bon”,
burada en iyi anlaminda “yeterince elestirel olmayan” anlaminda olsun,
pek de iyi seyler cagrigtirmiyor. Bu nedenle yagaminda yeterince haksizliga
ugramig bir insana, oliimiinden sonra da, asla kastedilmese bile haksizlig
yaklagtirmamak icin kitabimiza gelenege uymayarak, daha tarafsiz ve yanilt-
mayan “Cantor Kiimeler Kurami” demeyi yegledik.



3
UYGULAMALAR

Bu béliimde 6nce genel olarak bir toploji dersinde yer bulmayan baz topolojik
gerceklere yer verecegiz. Cantor’un bugiin Cantor kiimesi olarak bilinen kiimeyi
elde ederken kullandig1 aga¢ yontemini, ondan yola ¢ikilarak elde edilen aga¢ kav-
ramim taniyacak ve bunlar yardimiyla bazi gerceklere ulasacagiz. R™ uzaymin
her kapali altkiimesinin sayilabilir veye giiciiniin ¢ oldugunu, yine her kusursuz
altkiimesinin giiciiniin ¢ oldugunu 6grenecegiz. Ayrica bazi kargit 6érnekler icin ol-
dukga elverigli olan N1 ve N1 + 1 toplojik uzaylarinin baz 6zelliklerini taniyacagiz.
Kisaca olciilere, 6l¢ii problemine ve Borel kiimelerine de deginecegiz.

3.1 CARPIM UZAYLARI VE METRIK UZAYLAR

(X,T) ve (X', T) iki topolojik uzay olsun. Bir f : X = X’ déniigiimii 7 -
T siirekli tamesleme ve f~1 de 77-T siirekli ise f déniigiimil bu topolojik
uzaylar arasinda bir esyapi veya topolojik doniigiimdiir ve bu uzaylar
topolojik esyapilidir denir ve bu kisaca (X,7) = (X', 77) ile veya soz
konusu topolojiler belli ise kisaca X X e gosterilir. f : X — X'
birebir déniisiimii (X, 7) ve (f(X), 7’| f(X)) uzaylar1 arasinda bir topolojik
dontigiimse f dontigiimii bir gdmmedir denir.

X herhangi bir kiime ve T ve 7' bu kiimede iki topoloji olsunlar. 7 C T’
ise 7, T"den daha kabadir veya 7', T’den daha incedir denir. A C
P(X) keyfi verilsin. X tizerinde A’y1igeren topolojiler vardir, érnegin P(X).
X kiimesindeki A ailesini igeren topolojilerin arakesiti yine bir topolojidir,
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ustelik X {izerinde A’y1 iceren en kaba topolojidir. A bu topolojinin bir
altbazi iken B := {(1S|S C A ve § sonlu} ise bu topolojinin bir bazdir.

Tanum 3.1.1 [ # 0 bir kime, her i € I i¢in (X;,,T;) bir topolojik uzay,
X = JLies Xi ve her j € I iginp; : X — X; (x = (Ti)ier ~ )
donitistimi j. izdisim fonksiyonu olsun. X dzerinde her p; fonksiyonunu
stirekli kilan en kaba topolojiye bu topolojilerin carpima denir; bu topolojiyi
Qe Ti ile gosterelim. @,c; Ti 'ye bu uzaylarin ¢arpim topolojisi denir.
Her i € I i¢in X; = X ve T; = T ozel durumunda ise ¢arpvm uzayini
(X1, @TT) veya kisaca X! ile gdsterelim.

A= Jp;"(U) i € INU; € T3}

carpim topolojisinin bir altbazidir. Her ¢ € [ i¢in B; C 7; bir baz ol-
mak iizere A ailesinin taniminda U; kiimelerini B;’lerden segmek yeterlidir.
p; H(U;) yerine U; = U; x [l Xj ve 0 # S C I icin kisaca

Us = (o, ') =[]Uix [] X

ieS = i€I\S

de yazalm. U; ve Ug kiimelerine sirasiyla ¢arpim uzayimmizin U; ve Ug ta-
banl silindirleri denir. U; = Uy;, oldugu gozoniinde tutulursa

B:={Us|0#SCIANES<w} (3.1)

carpim topolojisinin bir bazidir. Bagka bir sey soylenmedigi siirece carpim
uzaylar1 daima carpim topolojisiyle ele alinacaktir.
Her i € I i¢in X; # 0 ve a = (a;)ier € X ise her i € T igin

XHHX yzzelyz_$27]7élz>y]_aj)
el

doniigtimleri birer gommedirler. Buna X; uzayinin a seviyesinden gom-
mesi diyelim.

Onerme 3.1.2 (X, T) bir tolpolojik uzay ve I, J esgii¢li iki kiime olsunlar.
Bu kosullarda (X!, @T") = (X7,T7), dd. X! tor xrJ.

Kanit. Her f : I = J tameslemesi dogal bicimde bir F : X! = X/
tameglemesi tanimlar ve bunun bir topolojik doniigiim oldugu dogrudan
carpim topolojisinin tamimindan ¢ikar. m
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Teorem 3.1.3 Birlesme ézelligi. I # 0 bir kiime olmak tzere her i €
I id¢in (X;,T;) topolojik uzaylary verilsin ve {Ii}rer ise I kimesinin bir
parcalamst olsun. Her k € K icin

YkIZHXi veﬁ:z@’ﬁ

i€l i€y,

olmak tizere [ [;c; Xi top [licx Ye, dd.

(HX“@W)% {IIx IKR7%

el icl keK \i€ly keK \i€ly

Kanit. Odev(bkz. [3]). =

Teorem 3.1.4 (X, T) herhangi bir topolojik uzay ve k > Vo herhangi bir
sonludtesi ¢okluk sayist olsun. Y := X" olmak tzere her 1 < u < k c¢okluk

sayisy icin Y op Y* dd.
(X", @T") = (X™)F, @(@T")").
Kamit. 7y := ®7" olmak lizere
(Y#,@TF) = (X", @(@T™)")
(3.1.3) (3.1.2)
= (X eT™H) = (X5,eT") = (Y, Ty).

]

Tanim 3.1.5 X kume ved: X x X — R olsun. Her x,y,z € X i¢in
1. d(z,y) =0<=z =1y,
2. d(z,y) = d(y, z), ve

3. d(z,y) < d(z,z) +d(z,y)
saglanwyorsa d fonksiyonu X kimesinde bir metriktir ve (X,d) i-
kilisine ise bir metrik uzay denir.

x=(x1,...,2n),y = (Y1,...,yn) € R" olmak tizere

lz =yl := V(21 = y1)? + - + (20— yn)? ve d(z,y) = |lz — y|

sirasiyla R™ uzayinin Oklid normu ve Oklid metrigi olarak adlandirilir-
lar. Bunlarin gercekten de birer norm ve metrik tanimladiklarini mutlaka
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Dogrusal Cebir veya Analiz derslerinde 6grenmisg veya kanitlamigizdir. Her
X kiimesinde her x,y € X icin

d(z,y) ::{ (1) i;z

ile bir metrik tanimlanir. Bu metrige ayrik metrik denir .
Simdi (X, d) bir metrik uzay, a € X ve r > 0 bir gergek say1 olsun.

Bla) == {x € X |d(z,a) < r}, B'(a) == {z € R |d(z,a) < r}

kiimeleri sirasiyla a merkezli r yaricapli agik ve kapali toplar olarak
adlandirilirlar. Genelde belli bir metrik uzay séz konusu oldugunda BZ(a)

ve Eﬁ(a) yerine daha yalin olarak B, (a) ve B,(a) yazacagiz. X uzayimmiz bu
metrigin trettigi 74 topolojisiyle ele alacagiz. Tanim geregi bu topolojide
bir A C X igin:

A € Ty, dd. Akiimesi (X, 7;)’de agiktir <= Va € A3B%(a) C A.

Bu tanimla B%(a) acik toplar1 gercekten acik kiimelerken Ef(a) kapal top-
lar1 ise kapali kiimelerdir. Farkls metrikler ayni topolojiyi aciklayabilirler.
Ornegin X kiimesinde bir d metrigi verildiginde d’ := d/(d + 1) de X iize-
rinde bir metriktir ve ayni topolojiyi tanimlar, dd. 73 = T .

X tizerinde bir T topolojisi verildiginde yine X ftizerinde bir d metrigi
T = T4 olacak bigimde bulunabiliyorsa T topolojosisi metriklenebilir ve
T topolojisiyle d metrigi uyumludur denir. Ornegin her X kiimesindeki
ayrik topoploji ayrik metrikle agiklanan topolojidir, dolayisiyla metriklene-
bilir.

Metrik uzaylar bir cok giizel topolojik 6zellige sahiptirler. Biz salt bizi
ilgilendiren birkag ozelligi ile ilgilenecegiz. Metrik uzaylar Hausdorff uzay-
lardirlar. Eger p € X noktast X metrik uzayimin bir ayrik noktas: degilse p
noktasinin her komsgulugunda uzayimizin sonsuz noktasi vardir. Gergekten
de p noktasi ayrik nokta degilse B;j(p) topunda p noktasimndan farkli bir
xo noktast vardir. 1 := min{1/2', d(xo,p)} olmak iizere B,,(p) topunda p
noktasindan farkli bir 1 noktas:1 vardir. xg, 1 noktalar1 hem p noktasindan
hem de birbirlerinden farklidirlar. Tekrarh segmeyle her n < w i¢in p nok-
tasindan ve g, ...,x,—1 noktalarindan farkli z, noktasi d(x,,p) < 1/2"
olarak secilir. p noktasinin her komgulugunda bu z, noktalarindan sonsuz
tanesinin bulundugu apagiktir.

Her n < w icin (X,,d,) metrik uzaylar verilsin. X := ], _ X, ve
T = @,,c, Tn olmak iizere T topolojisi z = (Tn)n<w,¥ = (Yn)n<w € X
olmak tizere

d = omnt1 1L ()
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metrigi ile metriklenebilir, dd. T = Ty.

Onerme 3.1.6 A # 0 kiimesi ayrik topolojiyle alinsin. Bu durumda AN
carpum uzaymn topolojisi her a = (an)n<w, b = (bp)ncw € AN icin

0 a=>b

d(a,b) =: { L n=min{k|a # b} = Aa,b)

ile tamimlanan metrikle uyumludur.

Kanit. A uzay1 ayrik topolojiyle alindigindan {{a}|a € A} bu topoloji-
nin bir bazidir. Dolayisiyla (3.1)’den dolay1 S C N sonlu altkiimeler olmak
uzere

(%) 1] Un. (vn e N\S (U, = A) AVn € S3a, € AUy = {an}))

n<w

tipindeki silindirler carpim uzayimizin bir bazini olusturular. Diger yandan
n = max{m| a,, € S} olmak iizere her k € n+ 1\S i¢in bir a; € A segerek
bir s = (ag,- - ,a,) € A" dizisi olusturursak () ile verilen silindir yine
baza ait olan

si={ao} x - x{a}x J] 4

n+l1<m<w
silindirini igerir. Sonug olarak B := {s|s € A<“} carpim topolojisinin bir
bazidir. Diger yandan d metrigimizin tanimladig1 74 topolojosinin bir bazi
Bl = {Bf/(nﬂ)(x) |z e AN AR < w}
ailesidir. Ancak

d(z,y) < += = z=yVA(z,y) >n+1

n+1 (3.2)
==y, 0<k<n<=yczn+l

oldugundan
BYn41)(2) = 2ln +1

dolayisiyla B = B? olur ve isimiz biter. m
s = (ag, - ,an) € A" ve © = (2,)n<w € AY olsun. Bu iki fonksiyon
icin s C x olmasi tam da a; = z;, 0 < i < n+ 1 demektir. Bu durumda

si={ag} x - x{an} x [ A={weAV|sCa}

n+1<m<w

olduguna dikkat edelim.
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(X, d) metrik uzayimizda bir (z,)n<w dizisi ve bir a € X noktasi verilsin.
Bu dizinin d metrigine gore a noktasina yakinsamasindan anlasilacak olan
bu dizinin 74 topolojisinde a noktasina yakinsak olmas1 demektir. Acarsak
her B,(a) agik topunun diginda dizimizin en fazla sonlu sayida x,, terimi
varsa dizimiz a noktasia (d metrigine gore) yakinsaktir denir ve bu
limy,, o , = a veya lim x,, = a veya x,, — a ile gosterilir. Boylece

lim, oo p =a <= Ve >03IngVn € w(n > ny = d(zn,a) < e).
< limy, 00 d(xp,a) = 0.

Burada ny dogal sayisi elbette ¢ sayisina baghdir, dd. ng = ng(e). Eger
her ¢ > 0 saywisina karsilik bir ng = ng(e) € w dogal sayist her m,n > ng
icin d(zy,xm) < € olacak bi¢imde bulunabiliyorsa (zy,)n<. dizimiz bir d-
Cauchy dizisidir denir. Cauchy dizisi bir topolojik kavram degildir ve
secilen metrige baghdir: X kiimesi iizerinde d ve d’ metrikleri ayn1 topolo-
jiyi tamimlayabilir, yinede bu kiimede verilen bir dizi metriklerin birine gore
bir Cauchy dizisi iken digerine gore bir Cauchy dizisi olmayabilir (az ileride
bir érnegin ipucunu verecegiz). (X, d) metrik uzaymda her d-Cauchy dizisi
yakinsaksa bu uzay tamdir denir. Bir A C X altkiimesi icin A = X ise A
kiimesi X’te yogundur denir. Sayilabilir yogun altkiimesi olan uzaylara
ayrilabilir uzaylar denir. Ayrilabilir metrik uzaylarin ikinci sayilabilir
, dd. topolojilerinin sayilabilir bir bazinin oldugunu gérmek gercekten ko-
laydir: S C X sayilabilir ve yogunsa, Q" := {z € Q|x > 0} olmak {izere

{B,(a)|la € SA0O#7rcQT} (3.3)

sayilabilir ailesi metrik uzayimizin bir bazidir. Tersine uzayimiz ikinci sayila-
bilirse ayrilabilirdir. Gergekten de { Ay, }n<, uzayimizin sayilabilir bir bazi
olsun. Her n igin A,, # () varsayabiliriz ve her A,, kiimesinden rastgele bir a,,
noktasi segersek elde edecegimiz sayilabilir {ay, } n<w altklimemiz uzayimizda
ayni zamanda yogundur.

Once bir tamm verecegiz. (X, d) herhangi bir metrik uzay ve A C X ise

d(A) == sup{d(z,y) | =,y € A}

sayisina, supremum [—oo, +00|’da alinmak iizere, A altkiimesinin ¢apa de-

nir. Her A altkiimesi igin acgikga d(A) = d(A) (6dev).
Teorem 3.1.7 Cantor. Bir (X,d) metrik uzayimn tam olmasu i¢in gerek
ve yeter kosul limy, o d(A,) = 0 kosulunu saglayan, bostan farklh kapals

kumelerin her daralan Ag O A1 O Ay DO --- dizisinin A = ﬂn<w A,
arakesitinin tek bir nokta icermesidir.
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Kanit. 1. Uzayimiz tam olsun ve (A;)n<, dizisi teoremin kogullarin
saglasin. Her A, kiimesinden bir a,, segersek (a,)n<w bir Cauchy dizisi
olur ve uzay tam oldugundan bir a noktasina yakinsar. A, kiimeleri kapali
olduklarindan her n igin a € A,,, dolaysiyla a € A olur. A kiimesinin bir
basgka nokta icermesi lim,,_,~ d(A4;,) = 0 ile celisir.

2. Olciit saglansin. Uzaymmzda bir ()<, Cauchy dizisi verilsin. Her
n < w icin By, = {%n, Tni1, ...} ve K, = B, olmak iizere

lim d(K,)= lim d(B,) =0

n—o0 n—oo

oldugundan bir z € X ile N

Not 3.1.8 Bu teorem yardimiyla a,b € R ve a < b olmak fiizere [a, b
araligindaki gergek sayilarin sayilamayacagini soyle de gorebiliriz: Bu ara-
higin herhangi bir sayilabilir A altkiimesi verildiginde [a,b]\ A kiimesinde
bir r gercek saysi bulabilirsek igimiz biter. Once A kiimemizin 6gelerini
ai,as,as, ... olarak siralayalim. Simdi ¢, :=a+ k:b_T“ ,k=20,1,2,3 nokta-
lar1 yardimiyla araligimiz esit uzunluklu [co, c1], [c1, 2], [c2, ¢3] araliklarina
bolelim. Bunlardan en az bir tanesi a; 6gesini icermez. Boyle bir aralig: secip
ona I; diyelim. Ayni iglemi simdi I; araligiyla yapip ag 6gesini icermeyen bir
I aralig: elde edelim. Bu iglemi siirdiiriirsek igige [a,b] D I; D Io D -+ ka-
pali araliklar dizisi elde ederiz. limd(I,,) = 0 oldugundan (2, I,, arakesiti
bir tek p noktasi icerir ve agikca her n ici a, # p!O

new Bn = {z} ve lim, soo 2, = 2. W

R™ uzayimz yalnizea d Oklid metrigiyle ele alacagiz. Bu uzayda acik ve
kapali toplarimizin her metrik uzayda olmasi gerekmeyen iki ayri 6zelligi
vardir: Her a € R™ ve farkli pozitif r, 1’ gercek sayilari i¢in B,.(a) # B,/(a) ve
B,(a) = B,(a). Dolaysiyla B(a) := {B,(a) |7 € R*} olmak iizere §B(a) =
¢. R™ uzayimizda her Cauchy dizisi yakinsaktir, dolayisiyla R™ tamdir.
R™ uzayimizin sayilabilir ve yogun olan bir altkiimesi vardir: Ornegin Qm,
dolayisiyla R™ ayrilabilir bir metrik uzaydir.

B:={B,(a)|a cQ"AreQt}

ise dogal topolojimizin sayilabilir bir bazidir. B bazimizi (By,), <, olarak iyi
siralayalim. Bu boliimde B = {B,, } <., ile bu 6zel sayilabilir baz kastedile-
cektir.

(R™, d) bir tam metrik uzaydir. Bu uzayda herhangi bir B,.(a) agik topu-
nu yine d ile gosterecegimiz Oklid metrigiyle ele aldigimzda (Br(a),d) bir
tam metrik uzay degildir. Okuyucu 6rnek 2.5.13’te tanimlanan tiim g,,t,
ve b tameslemelerinin topolojik dontigiimler oldugunu kolayca gorebilir. Do-

layisiyla R™ op B, (a). Herhangi bir

f:R" = B,(a)
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tameslemesi yardimiyla R” uzaymdaki d Oklid metrigini

d*(f(x), f(y)) = d(z,y)

metrigi olarak B, (a) agik topuna tagirsak elbette (By(a),d*) bir tam metrik
uzaydir. d ve d* metrikleri B, (a) agik topunda ayni topolojiyi tamimlarlar
ancak (By(a),d*) tamken (B,(a),d) tam degildir.

Tanim 3.1.9 (X, 7) herhangi bir topolojik uzay olsun. U C T ve | JU = X
ise U uzayrmizin bir agik ortisidir denir.V CU ve |V = X kosulunu
saglayan V’lere ise U’nun altértiler:t denir. Topolojik uzayrmizin her
ac¢rk ortisunun sonlu bir altortisu varsa uzayimiza kompakttir denir.
Her ogesi hem agik hem de kapali olan bir baz sahip topolojik uzaylara
0-boyutlu wuzaylar denir.

Onerme 3.1.10 A ayrik topolojik uzaysa AN tam metriklenebilir. Ayrica
A saplabilirse AN aymlabilir. B := {s|s € A<“} bazimn her s Gjesi hem
acitk hem kapalidir. Dolaypsiyla AN 0-boyutludur. A kiimesi sonsuzsa AN
uzayr kompakt degildir.

Kanit. d ile (3.1.6)’da AY iizerinde acikladigimiz metrigi gosterelim. AN
uzayimizda bu metrige gore bir (zp)n<, Cauchy dizisi verilsin. Bu dizi-
nin yakinsak oldugunu kanitlamak icin yakinsak bir alt dizisini bulmak
yeterlidir (6dev). Tekrarhh tanimlamayla nj dogal sayilarini ng < ngiq
ve her m,n > ny ic¢in d(xm,,z,) < 1/(k + 1) olacak bicimde segelim.
Sk = X, |(k 4+ 1) olsun. (ng)r<, kesin artan bir dizi oldugundan (3.2)
ile her £ < [ i¢in s C s; olur. Dolaywsiyla x := | J,, sk € AN ve acikca
limz,, = z, dolaywsiyla limz,, = x.

A # ) ve sayilabilir olsun. Bir a € A &gesini keyfi secelim. Topolojik

uzayimizin bir bazinin B := {s|s € A<“} oldugunu biliyoruz. Her s =
(804 --,Sn—1) € A™ igin
Sa :=(50,...,5n-1,0,a,...) € AN

bu dizinin sabit a degeri ile genisletilmesi olsun. Elbette s, € s, dolayisiyla
{545 € AN} kiimesi uzayimizin sayilabilir ve yogun bir altkiimesidir.

Bazimizdan bir s 6gesi alalim. Bunun kapali oldugunu gosterecegiz. |s| >
0, s = (80,---,8n-1) Ve @ = (ap)pn<w ¢ s olsun. En az bir 0 < k < n —
1 i¢in ap # si olacaktir. Bu durumda a|n bir yandan a noktasimin bir
komsulugudur, diger yandan aln N s = (), dolayisiyla s kiimesinin tiimleyi,
her a noktasiyla birlikte bunun bir komgulugunu icerir, bu nedenle aciktir.

Simdi A kiimesi sonsuz olsun. a'! := (a) € A' olmak iizere {a'|a € A}
ailesi AN uzayimmizin bir acik ortiisiidiir. Ancak bu ailenin hicbir sonlu alt
ailesi uzayimizi ortemez! m
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Tanim 3.2.1 7 = (T, <) kismi siralanmus kiimesine her x € T i¢in T, =
{t € T|t <z} olmak tizere (Ty, <) wyi swralanmas ve T 'nin bir en kigik
dgesi' varsa bir agac diyecejiz. o := srs(Ty, <) sira saypsina v 'in yiiksek-
ligi denir ve bunu yk(x) ile gosterecegiz. T, := {t € T | yk(t) = a} kime-
sine ise agacymizn o. seviyest denir. T agacinin 6gelerine bu agacin dal-
lanma noktalar: veya digimleri denir. T agacinan bir D dalindan
C bagintisina gore maksimal olan bir D C T zincirini anlayacagiz, dd.
(D, <) dogrusal siralanmastir ve bu tip altkimeler arasinda C bagintisina
gore maksimaldir. Her x € T 6gesinin dolaysiz ardilllary sonlu ise, dd.

VeeT (a=yk(x) =t{y € Tot1 |z <y} <w)
ise T agdacr sonlu dallanmastir denir.

Bu tanimda < bagintisi yerine elbette < bagintisindan da yola ¢ikilabilir.
to := min T ise ty agacimizin kokiidiir ve agacimiz yukariya dogru dallana-
rak biiytir. T bir kiime oldugundan her « igin T, # 0 olamaz!

A:=min{a|T, =0}

saysina agacimizin yiiksekligi denir ve bunu yk(7) ile gosterecegiz. T, # ()
ise her 8 < « i¢in T # () ve ayrica her « € T, i¢in y < x olan bir tek y € Tp
vardir. Dallar ise tami tamina onciillere gore kapali olan zincirlerdir.

Teorem 3.2.2 Kénig, D. Sonlu dallanan sonsuz bir agacin en az bir
sonsuz daly vardur?.

Kamt. Her z € T i¢cin 7% = {t € T'|z < t} ile & 6gesinin T deki
ardillarinin kiimesini gotermistik. Tekrarli tanimlamayla her n € w icin
z, € T, ogelerini xg = minT, z, < z,+1 ve T"" sonsuz olacak bicimde
tamimlayacagiz. Bu durumda D := {x, | n < w} bir sonsuz dal olur.

xo := min T olsun. Agacimiz sonlu dallandigindan 77 sonludur, dolayisiy-
la T := T\(Tp U T1) sonsuzdur. T(H = |l e, T° oldugundan gekmece
ilkesine gore en az bir x1 € 11 igin T** sonsuzdur. Olay anlagilmigtir. x, €
T, ogesi T™" sonsuz olacak bicimde secilmis olsun. Uy41 = Ty N T

sonlu oldugundan 7"+Y) := To\U, | sonsuzdur. T("t1) = Uzev, ., T°

1Baz1 yazarlar “en kiiciik 6genin” varligini istemez. O zaman biz ona orman demeyi
yegleyecegiz. Bir orman bizim agaglarimizdan birden fazlasini igerebilir. Biz her agacin bir
kokiniin (en kiiciik 6gemiz) olmasin yegliyoruz.

2D. Koénig, J. Kénig’in ogludur.
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oldugundan yine gekmece ilkesinden en az bir z,41 € Up41 icin T%n+!
sonsuz olur, igimiz biter. m

Ozel Agaclar: A # () olmak fizere her n € N icin A" = {s|s : n —
A} ve A~ = |, ., A" oldugunu biliyoruz. Burada A° = {0} oldugunu
anmmsatalim. s € A" 6gesine (A’'nin 6gelerinin) bir sonlu dizisi demis ve
her ¢ < n i¢in s; := s(i) olmak lizere bu diziyi s = (so,...,sp—1) olarak
da gostermistik. |s| := n dogal sayisina bu dizinin uzunlugu denir. AN =
{s|s: N — A} kiimesinin 6gelerine ise (A'nin 6gelerinin) bir sonsuz dizisi
denir. s € AN igin |s| := w olarak agiklanmir. A< kiimesinde bir < kismi
siralamasi her s,t € A<¥ igin

s<ti=sCt<=|s| <[t|AVi<]|s| s(i) =t(i) <= s=t||s|] (3.4)

ile tanimlanir. s < t tam da s dizisinin t’de bir baslangi¢c olmas1 demektir.
Her k < |s| i¢in s|k < s oldugu apagiktir.

5= (50,.-,8n-1), t = (to, ..., tm_1) € A%

olmak iizere s’ye t'nin eklenmiginden ¢t = () ise st = s, s = () ise s"'t =1

ve s#EDNt#( ise
Nt = (80,...,8n71,t0,...,tmfl) €A

dizisini anlayacagiz. Eger |t| = 1 ve t = (n) ise s\t yerine s"n yazacagiz.
Sonsuz coklukta d; € A<N dizilerini de birbirine dg "d; " - -- olarak ekle-
yebiliriz. dg "dy -+ € A<¥ olmasi i¢in gvyk. bir ng dogal sayiysmin her
n > ng i¢in d,, = 0 olacak bigimde bulunmasidir. Aksi durumda elbette
do dy -+ € AN olur. Ozellikle dy < dy < --- ise d := U, dn dizisini
olusturabiliriz.

<w

Tanim 3.2.3 A # () kimesinde bir T = (T,<) agact T C A<¥ ve <=C
olan bir agactir, dd. T = (T, <) ’nin A’da bir agag¢ olmasu i¢in guyk.

TCAWAVs,teT(s<t<=sCl)AVseTVn<|s|(sln€T)

olmasidur. Bir s € AN sonsuz dizisine her n < w i¢in sjn € T ise T
agacimn bir sonsuz dalidir denir. T agacinin sonsuz dallarinin kimesi
[T] ile gésterilir. T agacindaki tim maksimal zincirler bir sonsuz dalsa
T agaci(tim kisa dallart kesilmis anlaminda) budanmagter denir. s ve
t kwaslanamayorsa bunu kisaca s||t ile gdsterecegiz, dd. s||t <= —(s <
t)A=(t < s).
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Not 3.2.4 Bir A kiimesindeki aga¢ stz konusu oldugunda < (veya <)
siralamas1 C (veya C) oldugundan bunu artik belirtmeden 7 agaci yerine T
agacindan soz edecegiz. Bizi 6zellikle 2<N ve N<N agaclari ilgilendirecektir.
Bu agaclar icin [2<V] = 2" ve [N<N] = N¥ oldugu apaciktir ve her iki agacta
budannmustir. 2<N sonlu dallanmistir, ancak N<N sonlu dallanmamistir. OJ

Tanmim 3.2.5 Bir (X,T) topolojik uzayina X kimesinde bir d metrigi T =
Ta ve (X, d) tam metrik uzay olacak bi¢imde bulunabiliyorsa tam metrikle-
nebilir denir. Tam metriklenebilen ayrilabilir topolojik uzaylara Polonya
uzaylary denir.

Not 3.2.6 R" ve bu uzaydaki her agik ve her kapali top Polonya uzay-
laridir. Bunlar baglantili uzaylardir. R™ ve acik topumuz kompakt degilken
kapali topumuz kompakttir. A kiimesi ayrik topolojiyle alinmig sayilabilir
bir kiime ise AN bir Polonya uzayidir ve tiimiiyle baglantisizdir. Polonya
uzaylarinin kapali A # () kiimeleri ayn1 metrikle yine Polonya uzaylaridir.
Polonya uzaylarinin sayilabilir carpimlari da ¢arpim topolojisiyle yine Polon-
ya uzaylaridir. [J

Tanim 3.2.7 B := NY wzayina Baire uzays, C := 2" uzaymna ise Cantor
uzayr denir. Burada N ve 2 ayrik topolojiyle alinmaslardar.

Herhangi bir k ¢okluk sayisi ayrik topolojiyle alindiginda bu uzay D(k)
ile de gosterilir. Bu durumda B = D(Xo)Y ve C = D(2)N olur.

Onerme 3.2.8 C C [0, 1] Cantor kiimesi géreli topolojiyle alindiginda C o
c=2N

Kanit.

2x,
f:C—C <x=(xn)n<wwy:23n+l>

nw

dontigiimiiniin bir tamegleme oldugu apagiktir. Diger yandan x € C nok-
tasimin bir komsuluk bazi {zjn+ 1|n < w} ve

1

yezntle=ap=yp0<k<n=I[fly) - fl&)l < 555

oldugundan f fonksiyonunun bir topolojik déniigiim oldugu hemen goriiliir.
. top
Boylece C = C. m
1'% NN oldugunu kanitlayacagimiz siradaki teoremin kanitinin ana felse-
fesini simdiden belirtmekte yarar vardir. Her seyden énce ZN 1P NN oldugu

aciktir. Bu nedenle I P N oldugunu gostermek yeterlidir. [Z<N] = ZN
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oldugunu biliyoruz. Z<N agac1 kokiinde ) ile baglar ve yukar1 tirmandikca
dallanma noktalar1 daha uzun s € Z" dizilerinden olusur. Her s dallanma
noktasindan sayilabilir sonsuz sk (k € Z) dah gkar. Bu agacimiza ait
iki 2,y € Z" sonsuz dali aldigimizda bu dallarmn birbirine esit oldugu
baslangic ne kadar uzunsa Z uzaymin metriginde bu iki sonsuz dal bir-
birine o kadar yakindir. Biz bu agacla (kismi siralanmig kiimeler olarak)
esyapili ikinci bir agac olugturacagiz. Z<N agacinin her s dallanma nok-
tasina yeni agacimizin I nesnesi karsilik geritilecektir. Iy u¢ noktalar: ras-
yonel sayilar olan R’de bir Iy = (as, bs) acik araligi olacaktir. Burada 400
nesnelerine de rasyonel say1 dememize izin verilsin. Yeni agacin kokiinde
R = (—00, +00) agik araligi bulunacaktir. Yeni agacimizin her Iy = (as, bs)
dallanma noktasindan sayilabilir sonsuz dal gikip I;a(k € Z) dallanma
noktalaria ulagacaktir ve her bir Ign; yine ug noktalar: rasyonel sayilar
olan ve tiimiiyle I; araliginin igine diigen ayrik, ancak birbirine komsu acik
araliklar olacaktir. Komsuluktan anladigimz ise I4ap araligimin baslangic
noktasinin solundaki ilk acik araligin bitig noktasi, I¢ag araliginin bitig nok-
tasimin ise sagindaki ilk agik araligin baglangic noktasi olmasi demektir.
Ayrica I bir sonlu araliksa her bir I;ay araliginin uzunlugu I araliginin
uzunlugunun yarisinda kiiciik olacaktir. Her z € ZN sonsuz dalna yeni
agacin bir sonsuz dali kargilik gelir ve yeni agacin x sonsuz dalina kargilik
gelen sonsuz dali ilizerindeki daralan acik araliklarin arakesiti bir tek r, ir-
rasyonel sayidan olusacaktir. Farkli z,y € ZN dizilerine farkh 6geler karsilik
getirecegiz. ,y € ZN dizilerinin birbirine esit oldugu baslangic ne kadar
uzunsa bu uzaymn metriginde bu iki dizi birbirine o kadar yakindir ve on-
lara karsihik gelen 7,7, irrasyonel sayilar: da Oklid metriginde birbirine o
oranda yakin olacaklardir.

Teorem 3.2.9 [ = R\Q irrasyonel sayilar kimemiz R’deki géreli topolo-
Jiyle alindiginda 1 NN = B,

Kanit. Her gseyden 6nce A herhangi bir sayilabilir sonsuz ayrik uzay

olmalk fizere B = NN 2 AN oldugu asikardir. Bu nedenle biz I ‘e gN
oldugunu gosterecegiz. Her seyden once ¢ = gl = yZ~.

Tekrarh tanimlamayla R'nin acik araliklarindan olugan bir Z = {I;|s €
Z<“} ailesi tammmlayacagiz; n. adimda Z,, = {I | s € Z"} ailesini tamimlaya-
cagiz. Iy := R olsun. Z,, tanmimlanmig olsun. s € Z" sabit secilsin ve I, =

(as,bs),—00 < as < by < 400 olsun. s = ) i¢in as = —o0,bs = +00
ve mg = 0 olmak {iizere diger durumlarda ms := as + (bs — as)/2 olarak
agiklansm. ¢ : N =2 Q bir tamesleme ve her n igin ¢, := 9(n) olsun. I

araliginda kesin artan (zy)g<, ve kesin azalan (yg)g<. dizileri
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(1)  xo=ms,

(2) 1 = qu,u :=min{k| g € (ms,bs)},
(3) Vk>2x €Q),

(4)  limgyqo07g = bs,

( ) Yo = M,
(2) y1=qu,v:=min{k|q € (as,ms)},

(4)  limgyyooyp = as
olacak bicimde secilsinler. Bu durumda k& € Z igin &k > 0 ise I;np =
(g, Tpy1) ve k < 0 iginse Igng = (Yg, yr+1) olarak tamimlansin. Z, 1 =
{Isng | s €ZM Nk € Z}.

[(I5) ile I arahigimin uzunlugunu gosterelim. |s| izerinden tiimevarimla

(1) V|s| > 1(as,bs € Q).

(ii) Yk € Z Tonp C I,

(ii1) U(Isng) < 31(L5).
oldugu kolayca goriiliir.

Biz simdi Q = {as,bs|0 # s € Z<N} oldugunu savunuyoruz. Tersini
varsayalim ve ¢ € Q\{as,bs |0 # s € Z<N} olsun. Tek olarak belirli bir m
ile ¢ = gy, olacaktir. Her n > 1 icin tek olarak belirli bir s(q,n) ile g € Iy(gn)
olacaktir. Boylece kesin daralan bir

IS(q,l) - IS(q,2) = IS(q73) D

dizisi elde ederiz. Tanim geregi I, ,41) araligmmn Iy ) arahgimda ve bu
araligim my(, ) orta noktasinin ya saginda ya da solunda yer aldigi bili-
yoruz. Bunun icin tekrarh tanmimlama sirasmda I, ) arahiginda (zx)r<ew
ve (Yi)p<w dizileri secmistik. Ozellikle

u(n) = min{k ’ qr € (ms(qm), bs(q,n))}

ve
U(n) = min{k ‘ qr € (as(q,n)v ms(q,n))}

olmak tizere x; = u(n) ve y; = v(n) se¢mistik. u(n) ve v(n) agikca birebir
fonksiyonlardir. (4 41y araligl my(g ) orta noktasinim solunda ise v(n) <
m, saginda ise u(n) < m olacaktir. Iy 1) araligl my( ) orta noktasimin
ya sonsuz kez solundadir, bu ise sonsuz ¢oklukta n i¢in v(n) < m demektir
ve bir celigkidir; ya da sonsuz kez sagindadir ve bu sonsuz ¢oklukta n icin
u(n) < m olmasi demektir ki yine bir ¢eligkidir.
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Simdi bir h : ZN — T déniisiimii tanmimlayacagiz. € ZV ise
I@QI:E|1 2I23|22 )

ayrica I, 2 Ip,41 ve bu araliklarin uzunluklan sifira gittiginden, arake-
sitleri bir tek r, gercek sayisi igerir. Rasyonel sayilarimizi araliklarimizin ug
noktalarima harcadigimizdan r, € I, dolaysiyla h(x) := 7, ile tanimlanan
fonksiyon icin h : ZN — L.

Once h fonksiyonunun birebir oldugunu gosterelim. z,y € ZN ve z #
y olsun. n := A(z,y) olmak iizere s := z|n sonlu dizisi x ve y sonsuz
dizilerinin birbirine esit olduklar1 maksimal baslangigtir. h(z) € Isna(n)s
h(y) € Isnym) ve z(n) # y(n) oldugundan Iy ) N Igayp) = 0, dolayisiyla
h(z) # h(y).

Simdi r € T keyfi verilsin. Her n < w i¢in r € I ) olacak bigimde
tek olarak belirli bir s(r,n) € Z™ vardir. Her n igin s(r,n) < s(r,n + 1)
oldugundan

x = U s(r,n) € ZY

n<w

ve h(xz) = r. Dolayisiyla h ortendir.

Simdi h doniigiimiiniin siirekli ve agik oldugunu gosterecegiz. Her s €
icin hls] = ,\Q = I, NI {s|s € Z<N} ailesi Z" topolojik uzaymm bir
baz1 oldugundan {I, NT|s € Z<N} ailesinin I'min topolojisinin bir baz
oldugunu gormek yeterlidir. r1, 72 € R, 71 < 73 kogulunu saglayan herhangi
iki gercek say1 ve r ise r; < r < rg kogulunu saglayan bir irrasyonel say1
olsun. {r} =, ., Ls(rn) oldugundan lim, oo G(rn) = 7 = LMy 00 bs(rn)-
Bu nedenle yeterince biiyiik bir n i¢in r € Iy(,.,) N1 C (r1,72) N1 ve igimiz
biter. m

Not 3.2.10 Her 1 < p < Vg icin (3.1.4) ile C Lok ve B L Br dolayisiyla

Z<N

top

C top Ctvel =T¢
elde edilir. OJ

Teorem 3.2.11 Her P Polonya uzayr Baire uzaywmin strekli resmidir, dd.
orten ve stirekli bir f : B — P fonksiyonu vardar.

Kanit. P Polonya uzayimizda sayilabilir yogun bir D = {p, } n<., kiimesi-
ni alalim. Her s = (s(n))n<w € B = NY icin (25),<w dizisini
g := Po,

xy , diger durumda

s L { Ps(n+1) d(xfmps(n—i-l)) < QL’H ise
Lpt1 =



3.2 AGACLAR VE POLONYA UZAYLARI 279

olarak tanmimlayalim. (x£ ), <, bir Cauchy dizisidir. P uzayimz tam oldugun-
dan bu dizi tek olarak belirli bir noktaya yakinsar ve biz
Y 5
f(s) = lim xp

olarak tamimliyoruz. f fonksiyonunun siirekli oldugunu goéstermeyi 6dev
olarak birakiyoruz. Orten oldugunu gorelim. x € P keyfi olarak verilsin.

s(n) := min{k!d(pk,x) < znl+1}

olarak tanimlanirsa s = (s(n))p<w icin f(s) = x olur. m

Simdi (X, 7) herhangi bir topolojik uzay ve A C X olsun. Daha 6nce
(IT.11)’de yigilma noktalarim tanimlamig, bir A kiimesinin yigilma nokta-
larmin kiimesini A’ ile gostermis ve A = A U A’ oldugunu belirtmistik.
Son bagmtidan dolay1 bir A kiimesinin kapali olmas1 A" C A olmasiyla es
degerlidir. Eger A kiimesi kapali ise A’ kiimesi A kiimesinden ayrik nokta-
lar1 atilarak elde edilir. Her A kiimesi icin A’ kiimesinin kapali oldugu ko-
layca goriiliir. Bir & noktasinin her komsgulugunda A kiimesinin sayilamaz
¢oklukta noktasi varsa x noktasit A kiimesinin bir yogunlagma noktasidir

denir. Elbette her yogunlagma noktasi bir yigilma noktasidir, ancak tersi

dogru degildir. Ornegin R’de 0 noktast {11 < n € w} kiimesinin bir
yigilma noktasidir, ancak bir yogunlagma noktasi degildir. A kiimesinin
yogunlagma noktalarinin kiimesini A* ile gosterelim. A kiimesi kapali ve
ayrik noktalar: yoksa kusursuzdur denir. 7¢ ile kapali kiimelerimizin
kiimesini gosterelim.

Siradaki teoremde her kusursuz Polonya uzayimin Cantor uzaymin bir
kopyasini icerdigini kanitlayacagiz, dd. P kusursuz bir Polonya uzay: ise bir
g : C — P gommesinin varligim kanitlayacagiz. C = C' kompakt ve P bir
Hausdorff uzay: oldugundan her stirekli f : C — P doniisiimii kapahdir, dd.
kapali kiimeleri kapali kiimelere resmeder (6dev). Bu nedenle her birebir
ve stirekli g : C — P doniigimi kendiliginden bir gémmedir. Boyle bir
doniisiimiin varhigini kanitlayacagiz.

Kanitin ana felsefesi artik tamdiktir. A = {A4|s € 2<%} olmak {izere
(2<%, <) ile egyapili bir A = (A, C) agac1 tamimlayacagiz. Her s € 2<% i¢in
Ag C P olacak ve her A, dallanma noktasi AgngN Ay = 0 ve Agng, Agng C
A, olmak tizere iki ayri koldan biiyiimeye devam edecektir. Her z € C = 2%
igin (), <., Az|n arakesitinin bir tek noktadan olugmasim ayarlayacagiz ve
bu tek noktay1 g(z) olarak agiklayacagiz.

Teorem 3.2.12 Her kusursuz P Polonya uzayi C Cantor uzayiman bir kop-
yaswm icerir, dd. bir g : C — P gomme fonksiyonu vardr.
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Kanit. d, P uzayimizin topolojisini veren bir tam metrik olsun. Bir Q C
P yogun altkiimesi yardimiyla bir B = {B,(q)|q € Q A7 € Q*} bazim
segelim ve bir ¢ : N & B tameglemesiyle B’nin 6gelerini (B, )n<, olarak
iyi siralayalim ve r(B,,) ile B,, topunun yarigapini gosterelim. |s| uzunlugu
lizerinden tiimevarimla bir o : 2<% — w fonksiyonunu

(i) Vst €2 (s <t = By(s) C Bogp)),
(ii) Vs € 2%¢(|s| =n = r(By) <27"),
(111) Vs, t € 2<% (SHt - Ba(s) N Ba(t) = @),

kosullarini saglayacak bigimde tanimlayacagiz.

o(0) := min{n|r(B,) < 1} olsun. Uzunlugu < n olan her s icin o(s)
(i)-(iii) saglanacak bigimde tamimlanmig olsun. Simdi ¢ = (tg,...,t,) €
2<¥ uzunlugu n + 1 olan bir dizi olsun ve s := t|n = (to,...,t,—1) olsun.

Uzaymmiz kusursuz oldugundan ayrik noktalar1 yoktur, dolaysiyla B,y
topunda uzayimizin sonsuz ¢oklukta noktasi vardir. Bu toptan birbirinden
farkli iki =,y noktalariyla bunlarin bu topun icine diisen ayrik acik U,
ve U, komsguluklarim secelim. Kapaniglar: bu acgik kiimeler icine diisen ve
yaricaplart < 2-("1) olan bazimiza ait toplarin varligini gérmeyi basit bir
odev olarak birakiyoruz. t = s"0 V¢t = s"1.

o(s"0) := min{m € w| B, C U, Ar(Bpn) (n+1)} ve

<2
o(s"1) := min{m € w| By, C Uy Ar(By,) < 9-(n+1)y

olsun. Béylece o(t) de kogullar saglanacak bicimde tanimlanmig olur.
Simdi her s € 2<% igin Ag = ?(S) olsun. Herhangi bir x € 2% igin
(Azjn)n<w, kapal kiimelerin kesin daralan ve lim, o d(A,,) = 0 kogulunu
saglayan bir dizisidir ve (P,d) tam metrik uzay oldugundan, (1, ., Azn
arakesiti g(x) ile gosterecegimiz bir tek noktadan olusur. z,y € 2¥ ve x # y
ise
m :=min{k < w |z # yi}

olsun. Bu durumda A1 N Ayjpmqr = 0 olacagindan g(z) # g(y) olur.
Dolayisiyla g birebirdir. Diger yandan ¢ fonksiyonunun siirekliligi kolayca
goriiliir. € > 0 keyfi verilsin. In € w 271 < ¢, 2 noktasinin C uzaymdaki
z|n komgulugundaki her y noktasi i¢in y|n = x|n oldugundan ¢(z), g(y) €
Bi(,(x‘n) olur ve buradan (ii) ile

d(g(x)ag(y)) <249 — 2—(n—1) e

elde edilir. Dolayisiyla g siireklidir ve teoremin ifadesinden 6nce séylenen-
lerle isimiz biter. m
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3.3 BAZI COKLUK TEOREMLERI

Onerme 3.3.1 X ayrilabilir bir metrik uzaysa X < c.

Kanit. S C X sayilabilir yogun bir altkiime ise her x € X noktasi S
kiimesindeki bir (2, )n<w dizisinin limitidir. Demek ki X kiimesinin nokta-
lar1 en fazla S’deki diziler kadardir . Dolayisiyla g.X < Ng” =c =

Onerme 3.3.2 X ayridabilir bir metrik uzaysa 47 < ¢ ATC < ¢ X
uzayimaz R ise fT = 17¢ = c.

Kanit. Uzayimizin sayilabilir bir baz1 A = {A, } <., ise her acik kiime-
miz bu A, kiimelerinin bir kisminin birlegsimi oldugundan agik kiimele-
rimiz en fazla ogeleri A kiimesinden secilen diziler kadardir. Dolayisiyla
nT < Ngo =

f:T2T% (A~ X\A)

bir tamesleme oldugundan 17¢ < c.
R™ uzaymnda ise ayrica ¢ = g{B,(a)|0 < r € R} < §7 oldugundan
17T =T7¢ =colur. m

Onerme 3.3.3 (X, 7) ikinci sayilabilir ve A C X olsun. A\A* saylabilir;
ozellikle A kiimesinin ayrik noktalarinin kimesi saylabilir.

Kanit. {T},},, <. uzaymmzn bir baz olsun. Her 2z € A\ AX icin AN Tz
sayilabilir olacak bicimde bir T,y vardir. M := {n(z)|z € A\A*} olsun.

U ANnTyw)

rEA\AX

kiimesi sayilabilir coklukta sayilabilir kiimenin birlegimi olarak sayilabilir,
dolayisiyla onun altkiimesi olarak A\ A* kiimesi sayilabilir. AX C A’ oldu-
gundan A\ A’ C A\ A*, dolayisiyla A\ A’ kiimesi de sayilabilir. m

Onerme 3.3.4 R” uzayvmzin kusursuz altkumelerinin kiimesinin giict c’-
dir.

Kanit. Uzayimizin kusursuz altkiimelerinin kiimesini K ile gosterelim.
K C T7¢ oldugundan K < §7¢ < ¢. Diger yandan her B,(a) kapali topu
bir kusursuz kiimedir ve a merkezli farkli yar1 ¢capli kapal toplar farkh
kiimeler oldugundan §/C > ¢. Sonugta i =¢c. =

« bir sira sayist olmak iizere X kiimesinin altkiimelerinden olusan bir
(Ag¢)¢<a dizisi verilsin. Her £ < n < « i¢in A¢ C A, ise dizimize artan,
eger A¢ C A, ise kesin artan diyecegiz. Her { < 7 < a i¢cin A¢ D A,
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ise dizimize azalan, eger A¢ D A, ise kesin azalan diyecegiz. Artan veya
azalan dizilere kisaca tekdiize (monoton), kesin azalan veya kesin artan
dizilere ise kesin tekdiize diyecegiz.

Teorem 3.3.5 Cantor . (A¢)ecq dizisi X ayrilabilir metrik uzayimizin
salt agik veya salt kapaly altkimelerinden olusan kesin tekdiize bir dizi ise
a saylabilirdir.

Kanit. {7}, } ,<w uzayimzin bir bazi olsun. Biz herhangi bir « sira sayisi-
nin tek olarak belirli bir A limit sira sayis1 ve tek olarak belirli bir n
dogal sayis1 ile @« = A\ + n olarak yazilabilecegini biliyoruz. Bu durumda
A sayilabilirse elbette A + n de sayilabilir. Bu nedenle o’nin bir limit sira
sayisi olmasi durumunu irdelemek yeterlidir. @ bir limit sira sayisi olsun.

(1) AQDAlDAQD"'DAgD"'(f<OZ)

agik kiimelerin kesin azalan bir dizisi olsun. Her { < o icin A¢\Agyq # 0
oldugundan bir ¢ € A¢\Agyq segebiliriz. Bazimizin ¢ € T, C A¢ kogulunu
saglayan T, ogeleri vardir. Dolayisiyla

Nf = {n€w|TngA§/\Tn\A5+17é(Z)}#(Z).

n(§) := min N¢ olsun. Boylece tanmimlanan n : o — w doniigiimiiniin birebir
oldugunu gosterirsek a sayilabilir olur. Gercekten de & < 7 igin tanim
geregi bir yandan T,y € A; C Agiq, diger yandan yine tamim geregi
To(e) € Agy1, dolayisiyla n(€) # n(n).

(2) KODK1DK23---3K§D...(£<Q)

kapali kiimelerin kesin azlan bir dizisi olsun. Her ¢ < o igin K¢\Keyq # 0
oldugundan bir z¢ € K¢\ K¢y segebiliriz. K¢yq kilmesinin tiimleyeni agik
oldugundan bazimizin

(*) TnﬂKg#Q)VeTnﬂKg_H:@

kogulunu saglayan T,, 6geleri vardir. Yine m(§), () kosulunu saglayan n
dogal sayillarmin en kii¢ligii olsun. { < 7 icin K, € K¢i1 oldugundan
T N Keq1 # 0, dolayisiyla (%) ile m(n) # m(§) olur. Boylece m : v — w
birebirdir, dolayisiyla « sayilabilir.

Kesin artan ve salt agik (kapali) kiimelerden olusan bir dizide tiimleyen-
lere gectigimizde kesin azalan va salt kapali(agik) kiimelerden olusan diziler
elde ederiz. Bunlarin sayilabilirligini ise kanitladik. m
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Not 3.3.6 R gercek sayilarin bir A C R altkiimesi, R’deki < dogal
siralmasina gore (ag)e<q olarak iyi siralalanmis, dd.

ag<ap<ap<---<a<-- ((£<a)

olsun. K¢ := (—o00,z¢] olmak {izere (K¢)ecq salt kapali kiimelerin kesin
artan bir dizisidir ve zorunlu olarak «, dolayisiyla A sayilabilidir. Bu bilgiye
daha 6nce de ulagmigtik. [J

Tanim 3.3.7 X herhangi bir topolojik uzay olsun. Tekrarly teoremden her
a sira sayisy icin tek olarak belirli X(® C X alt kiimelerinin

X0 = Xx,
x(eth) — (x(@)’
XN =N,ey X, X € Lim

olacak bigimde varliklar gorilir. Bunlara X kimesinin Cantor-Bendixon
turevlert denir.

Sonlubtesi tiimevarimla her o icin X (®)’nmin kapali oldugu kolayca goriiliir.
Gergekten de X(©) = X kapahdir. Yine X (D) = (X (0‘))/ kapalidir. A bir
limit sira sayisi ve her a < X icin X (® kiimesi kapali ise X () kiimesi kapali
kiimelerin arakesiti olarak kapahdir. X)) kiimesi X(® kiimesinden bu
kiimenin ayrik noktalar1 atilarak elde edilir. Bu nedenle (X (a))a cors Salt
kapali kiimelerin bir azalan dizisidir. Artik agagidaki teoremi kanitlamak
kolaydir.

Teorem 3.3.8 Cantor-Bendixon. X ayriabilir bir metrik uzay ve Y C
X kapaly bir altkiime olsun

1. 3o (a saplabilir ve VB > o XB) = x (@),

2. 81X > Ng = IS, K (S sayuabilir, K kusursuz, SN K = () ve X =
SUK).

3.0 > Ny = 3S, K (S sayabilir, K kusursuz, SNK = ve Y =
SUK).

Kamt. 1. Bir « icin X(©@t) = X(@) jse her § > «a icin X(¥) = Xx()
olacagi agikardir. Diger yandan Srs bir 6z sinif ancak X bir kiime oldugun-
dan bu dizi duraganlagmak zorundadir. o := min{3 | X#) = X(#+1} olsun.
Bu durumda (X (5))5<a+1 kapali kiimeleri kesin azalan bir dizisi olur ve
(3.3.5)’ten « sayilabilirdir.
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2. a az 6nce tammladigimiz sira sayis1 olmak {izere K = X(@) ve § :=
Ug caX (5)\X (€+1) olsun. S sayilabilir coklukta sayilabilir kiimenin birlegimi
olarak sayilabilirdir ve agtkca KNS = 0 ve X = SUK. §X > S oldugundan
K # 0, K kapali ve K’ = K, dolayisiyla K kusursuzdur.

3. Y altuzay olarak ayrilabilir bir metrik uzay olarak istenilen tiirden
bir pargalanmaya sahiptir. Y kapali bir altkiime oldugundan (Y, d|Y x Y)
uzayimin kapali kiimeleri ayni zamanda X uzayinda da kapalidir. m

Not 3.3.9 X herhangi bir topolojik uzay ve A C X ise yine A©) :=
A, Alet) = (A@Y ve A kapali olmayabileceginden \ limit sira sayisi icin
AN = Ni<ac A@  olarak tanmmlarsak yine AL D A2 o ABG) o ...
azalan kapali kiimeler dizisini elde ederiz. Elbette yine sayilabilir bir « ile
her 8> a i¢in A®) = A@ olur. O

Teorem 3.3.10 R" uzayinda her kusursuz altkimenin giict ¢’dir. Dolay-
swla K CR™ kapal ise ya §K < Xy ya da 1K = c.

Kanit. R™ Polonya uzay1 oldugundan her P kusursuz altkiimesi kapali
bir altkiime olarak yine bir Polonya uzayidir. Dolayisiyla C Cantor uzayinin
bir kopyasini icerir. Bu nedenle §P > ¢, diger yandan P C R" oldugundan
hP < ¢, sonugta P = ¢ olur.

Simdi K C R” bir kapal kiime olsun. K > ¥y ise Cantor-Bendixon
Teoremi'nden dolay1 K = S U P, S sayilabilir ve P kusursuz. Dolayisiyla
fK=(S+hP=48S+c=c =m

3.4 CANTOR KUMESI

Cantor kiimesini Ornek 2.5.12’te

C:= {Z ;Szz |z € “{0,2}}

n<w

olarak tamimlamigtik. Simdi Cantor kiimesini aga¢ yontemiyle de elde ede-
cegiz. Bu yaklagim bize bu kiime hakkinda daha ayrintili bilgiler verecektir.
Kapal araliklardan olusacak {Is]|s € 2<“} agacimz yine |s| uzunlugu
tizerinden tlimevarimla tanimlayacagiz. Agacimizin koki Iy := [0, 1] kapal
araligl olacaktir. Iy tammlanmig ve Iy = [as, bs| olsun. Bu aralig: ¢ esit a-
raliga boliip ortadaki acik araligi attiktan sonra kalan araliklardan soldakini
I, sagdakini Ig; olarak aciklayacagiz, dd.

Iso = [as, as + (bs — as)\3]
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ve

Iy = [bs — (bs — as)/3, bs].

|s| = n olan tam 2" tane I; araligimiz oldugunu gérmek kolaydir. Her n < w
icin

Cr = J{Is |[s] =n} #0

bir kompakt kiimedir ve bunlar kesin azalan bir Cy D C7; D --- dizisi
olugturular.
C=[)Cn
n<w

oldugunu gérmeyi 6dev olarak birakiyoruz. Yine de ana fikri soyleyelim.
Ornegin ilk adimda (%, %) acik araligini atariz. Bu araliktaki herhangi bir x
gercek sayisinin 3 tabanina gore agilhimi zorunlu olarak % + diger terimler
seklindedir. Ikinci adimda (5,2) ve (%, 8) agik araliklarim atariz. Bunlarm
ilkindeki bir gercek say iiglii tabana gore yazilimda % + - -, ikincisindeki
ise %4— % + - -+ biciminde olmak zorundadr. Tiimevarimla tiglii tabana gore
acgilimlarinda 1 kullanmak zorunda oldugumuz gercek sayilari attigimizi
gormek kollaydir. Buna kargin Cantor kiimemizin bir 6gesi olan % = % + %
say1s1 % + 3% + 3% + - - olarak da yazlabilir.

n > 1 olmak iizere n. adimda uzunlugu 1/3" olan 2"~ ! ayrik acik aralik
atariz. Bu nedenle attigimiz acik araliklarin uzunluklar: toplami

2n71

>, =1

1<n<w

olur. Atilan sayilabilir ¢oklukta ayrik agik araliklarin birlesimine A dersek
bu Lebesgue 6l¢iilebilir ve olgiisii u(A) = 1 oldugundan

C = [0,1]\A kimesi de él¢ilebilir ve élgisi u(C) = 0’dur.

Bunun bir sonucu ise Cantor kiimesinin bogtan farkl bir aralik icermeye-
cegidir.

Tamim 3.4.1 (X, T) herhangi bir topolojik uzay ve A C X olsun. A :=
AN A¢ kiimesine A kiimesinin swnart denir. A¢ = X ise A bir sinwr kiime-
sidir ve A bir sinar kiimesi ise A kiimesi hi¢bir yerde yogun degil veya
her yerde seyrek denir.

Tanim Oncesi sOylenenlerden dolay1

Cantor kimesi hi¢bir yerde yogun degildir.

Not 3.4.2 Baz basit topolojik gercekleri 6dev olarak birakacagiz.
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A bir siir kiimesidir <= A° =)
= A CIJA <= A C Ac.

Smir kiimelerinin altkiimeleri de simir kiimeleridir. A her yerde seyrektir
<= (A)° = () <= Her acgik U kiimesi ANV = olacak bicimde bir agk
V C U kiimesi icerir. Her yerde seyrek kiimelerin altkiimeleri de her yerde
seyrektir. A her yerde seyrekse A kiimesi de her yerde seyrektir. A C R"
agik veya kapali bir altkiimeyse A her yerde seyrektir. N ve Z™ kiimeleri
ve sonlu altkiimeler R™’de her yerde seyrektirler. [

{Is]s € 2<%} agacimizda kokten yukar1 dogru tirmandigimizda bogtan
farkh kapali araliklarin kesin azalan dizilerini elde ederiz. Sonsuz uzunlukta
¢ kadar tirmanig s6z konusudur ve her farkli tirmanigla elde edilen kesin
azalan kapali araliklarin arakesitleri bogtan farkli, birbirinden farkh ve C C
olduklarindan bir kez de bu irdelemeyle §C' = ¢ oldugu goriiliir.

Simdiye kadar kapali araliklar, dolayisiyla bunlarin sonlu birlegimlerin
kusursuz kiimeler oldugunu 6grendik. Sira ilk kez farkh tipten bir kusursuz
kiime tanimaya geldi:

C Cantor kiimesi kusursuzdur.

C # () ve kapahdir. Geriye C kiimesinin ayrik noktalarimin olmadigini
gostermek kahyor. C P e oldugunu biliyoruz. Herhangi bir x € C nok-
tast i¢in {z|n|n < w} silindir ailesi x noktasimm bir komsguluk bazidir.
Fakat her bir z|n silindirinde C uzaymizin z’ten farklh sonsuz tane noktasi
vardir. Dolayisiyla hicbir x noktasi ayrik olamaz.

C uzayma bagvurmak istemezseniz bunu soyle de gorebilirsiniz. ¢ € C
keyfi verilsin. J ise ¢ noktasini igeren herhangi bir agik aralik olsun. Eger
(C\{c}) N J # 0 oldugunu kamtlarsak igimiz biter. Bir s € 2<“’y1 ¢ €
I, C J olacak bigimde segebiliriz (6dev). Iy ve Ig dallarimdan biri ve
ancak biri ¢ 6gesini icermez. ¢ 6gesini icermeyen daldan, buna I,; diyelim,
yukar1 tirmanmaya devam edersek Cantor kiimesinin J araliginda ve # ¢
olan noktalarina ulagiriz, dd. azalan ve bog olmayan kompakt kiimelerin
arakesiti olarak

CNly=()(Cnnly)#0,
n<w
dolayisiyla C' N J # {c}.
A, B C R igin

A+B:={a+blac ANb€E B}
A-—B:={a—blac€ ANb€E B}
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olsun.
Onerme 3.4.3 C+C =10,2] ve C — C =[-1,1].

Kanit. Gergekten de

C+C= {Z ;Sﬁi |z e w{o,z}}+{zgﬁz |y € W{o,z}}

_9. {Z ;“’”(”;:;f(”) 2,y € w{o,z}}
—2. {Z ;(ﬂ |2 € “{0,1,2}} =2-[0,1] = [0,2].

Diger yandan kolayca gériilecegi gibi »° _ 3”% = 1 oldugundan

1_(12{22;&7(1@956”{0,2}}:{ gﬁilye“{o,z}}zc

n<w

olur. Boylece C+C =C+ (1-C) =1+ (C - (), dolayisiyla C — C =
-1+ (C+C)=-1+10,2]=[-1,1]. m

Onerme 3.4.4 Rg vektor vzayimmn H C C kosulunu saglayan bir Hamel
bazr vardwr. Elbette bu baz Lebesque dlctilebilir ve 6l¢iist sufirdar.

Kanit. B := {B C C| B, Q-dogrusal bagimsiz} kiimesini C ile kismi
siralarsak Zorn Lemmasi’nin kogullar: saglanmir. H bir maksimal 6ge olsun.
C C (H)g oldugunu savunuyoruz. H C C oldugundan her ¢ € C\H igin
¢ € (H)q oldugunu gostermek yeterlidir. ¢ € C\H keyfi verilsin. H, B’de
maksimal oldugundan H U {c} dogrusal bagimlidir. Bu durumda hepsi bir-
den 0 olmayan rg,r1,...,m, € Q ve hy, ..., h, € H 6geleri

roc+mrihy + -+ rph, =0

olacak bicimde bulunabilir. 79 = 0 olamaz; olsaydi r1hy + -+ + rh, =
0 elde ederdik ve buradan da hy, ..., h, dogrusal bagimsiz olduklarindan
ry = --- =1, = 0 elde ederdik ki bu celigkidir! Oyleyse 7y # 0 ve dolayisiyla

’VlTk
=—>» —h H
i ;T0k6< o

elde edilir. (3.4.3)'den dolay1 her x € [~1,1] i¢in x € (H)q olur. Herhangi
bir z € R i¢in uygun bir 0 # n € N ile %w € [-1,1] olacagindan 6nce
1z e (H)g ardindan x € (H)q olur. Dolayisiyla R = (H) . =
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3.5 ¥, VE X, +1 TOPOLOJIK UZAYLARI

Baz1 beklenmedik topolojik gergeklere érnek bulmakta oldukga ise yarayan bu iki
uzay1 biraz yakindan taniyacagiz. Bu iki uzay da € bagimtisindan kaynaklanan
siralama topolojisiyle ele alinacaklardir.

(X,T) bir topolojik uzay ve 7¢ bu uzaym kapali kiimelerinin kiimesi,
herhangi bir € X iginse K, bu noktanin komguluklarinin kiimesi ol-
mak iizere once birkag topolojik kavrami amimsatalim. Uzayimizin farklh
x,y noktalar i¢in daima ayrmk agik U,V kiimeleri x € U, y € V olacak
bigimde bulunabiliyorsa uzayimiza Hausdorff uzay: demigtik. Uzayimizin
her kapali K kiimesini digindaki herhangi bir x € X\ K noktasimndan agik
kiimelerle ayirabiliyorsak, dd. ayrik acik U,V kiimeleri K C U, x € V
olacak bicimde bulunabiliyorsa uzayimiz diizenlidir diyecegiz. Asagidaki
onermelerin denkligini gostermeyi 6dev olarak birakiyoruz:

1. X duzenlidir.

2. Her x € X ve U € K, i¢in kapalr bir V € K, V C U olacak bi¢imde
vardar.

3. Her x € X noktasinwn kapali komsuluklardan olusan bir komsuluk baz
vardar.

Uzayimizda ayrik kapali kiimeleri acik kiimelerle ayirabiliyorsak, dd. her
ayrik K, F € T¢ icin ayrik ack U,V kiimeleri K C U veF C V ola-
cak bicimde bulunabiliyorsa uzayimiz normal uzaydir denir. Her acik
ortiisiiniin sayilabilir bir altortiisii olan topolojik uzaylara Lindel6f uzay-
lar1 denir. Once her a € Srs topolojik uzay1 icin gecerli iki 6nerme kanitla-
yacagiz.

Qnerme 3.5.1 Her a topolojik uzayr 0-boyutlu Hausdorff uzaylaridirlar.
Ozellikle her o uzayr duizenlidir.

Kanit. {,n € a, £ #nvef <nolsun. £ € (+,+1) = («+,&],n € (§,—)
ve (<, €] N (&, —) = 0. Bu Hausdorfllugu kanitlar. (II.11)’de her £ € « igin
{(8,€]| B < &} ailesinin ¢ i¢in bir komsuluk bazi oldugunu gormiigtiik.
(B,€] = (B,€ + 1) oldugundan (8,¢] aciktrr. a\(8,€] = (<, 8 + 1) U (¢, )
kiimesi de agiktir. Bu nedenle {(3,£] |8 < £} ailesi aym anda agik ve kapal
olan kiimelerden olusan, £ igin, bir komsuluk bazidir. Dolayisiyla « sifir
boyutludur. m

Teorem 3.5.2 o uzayinin kompakt olmasy i¢in gerek ve yeter kosul a’nin
bir ardil olmasidur. Ozellikle Ny 4+ 1 kompakt ancak Ny kompakt degildir.
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Kanit. 1. o bir ardil olsun. a < w ise kanitlanacak bir sey yoktur; ¢iinkii o
zaman « sonlu bir ayrik uzay olarak kompakttir. Bu nedenle o« > w olsun.
Bu kogullarda (2.13.14)(5) ten dolay1 bir 0 < n < w ve bir X limit sira sayisi
ile @« = A + n olur. a uzayimizin bir U acik ortiisii verilsin. Her 1 < k < n
icin A + k € Vj, olacak bicimde Vi € U agik kiimelerini segelim. Jimdi

Bo :=min{B |30y € U ((8,A] € Up)}

olsun. By # 0 ise

p1 :=min{3|3U; € U ((B,5o] € U1)}

olsun. Bu iglem sonlu m adimda biter. Aksi halde kesin azalan bir (5,,)n<w
dizisi elde ederdik ki bu olamaz! 3, = 0 olsun. Ayrica bir U,,+1 € U agik
kiimesini 0 € Up,+1 olacak bigimde segersek

{U07' . '7Um4r17‘/1a .- '7Vn71}

sonlu bir altortiidiir. Sonugta o kompakttir.

2. « bir limit sira sayist ve k := sd(«) olsun. k bir limit sira sayisidir
ve £ > w. Simdi a’da kesin artan bir (ag)e<, dizisini @ = sup ¢ olacak
bicimde segebiliriz

U = {(a¢. agn] |€ < £} U {0}

, a uzayimizin sonlu altortiisii olmayan bir agik ortiisiidiir. Dolayisiyla o
kompakt degildir. m

Onerme 3.5.3 Topolojik uzaylarda stirekliligi belirlemek icin w-dizileri ye-
tersizdir.

Kanit. Gergekten de «, sd(a) > w olan herhangi bir sira sayisi olsun.
Ornegin o = X;. Bu durumda a+1 uzayinda bu uzaym a € a+1 noktasina
yakinsayan hicbir (53,,)n<, dizisinin olmadigim biliyoruz. Bu durumda «
noktasinda bir fonksiyonun siirekliligini bu noktaya yakinsayan w-dizileri
ile belirlemek hicbir anlam tasimaz. m

Onerme 3.5.4 1. Ny birince saylabilir ancak ikinci saylabilir degildir.
2. Ny 4+ 1 ne birinci saylabilirdir ne de ikinci!

3. a uzayrman ayrilabilir olmasy icin gerek ve yeter kosul saylabilir ol-
masidir.
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Kanit. 1. a € Ny keyfi verilsin. « sayilabilir ve {(5,a]|f < a} ailesi
a’nmin bir komsuluk bazi1 oldugundan Xy birinci sayilabilirdir. ¥; sayilamaz
coklukta ayrik noktasi oldugundan ikinci sayilabilir degildir.

2. Ny icin sOylenen ayni gerekce ile Ny 4+ 1 ikinci sayilabilir degildir.
Simdi ise bu uzayda N; noktasinin sayilabilir bir komguluk bazi olmadigini
gosterecegiz. N; noktasinin herhangi bir B komsuluk bazi verilsin. Ge-
nellikten bir sey kaybetmeden bu bazin baglangic noktalari birbirinden
farkhi (8, 84] tipinde araliklardan olugtugunu varsayabiliriz. Bu durumda
B =u{p](B,N;1] € B} dersekgB = BB olur. Diger yandan B baz oldugundan
sup B = Nj olmak zorundanir. Bu ise B kiimesinin R;’de sondag, dolayisiyla
Ny = sd(N1) < B < Nj olmas1 demektir. Bu bize 8 = N; esitligini verir.
N; 4+ 1 birinci sayilabilir degildir.

3. a sayilabilirse ayrilabilir oldugu apaciktir. « sayilabilir degilse o > N
olacagindan en az N; ayrik noktasi olacaktir. Her yogun altkiime ayrik
noktalarida igereceginden giicii > Ni, dolayisiyla sayilamaz olur. m

Baz1 topolojik gercekleri kullanirsak igler kolaylasir. Ornegin her kompakt
Hausdorff uzay: normaldir, dolayisiyla w ve Vi uzaylar1 normaldir. Ancak
bu bilgileri kullanmadan asagidaki teoremi kanitlayacagiz.

Teorem 3.5.5 w,N; ve Xy + 1 uzaylar: normal uzaydirlar.

Kanit. w ayrik uzay oldugundan normaldir. @ = Ny veya Q = Ny + 1
olmak iizere A, B C 2 iki ayrik kapali kiime olsun. Bunlardan en az birinin
sinirli oldugunu savunuyoruz.

Q) = N; olsun. A, B kiimelerinin her ikisi de siirsiz olsaydi bunlar kasiz
olacaklarindan A N B # () olurdu ki bu bu kiimelerin ayrik olmalariyla
celigir. Simdi €2 = Ny + 1 olsun. A, B kiimelerinin her ikisi de N; kiimesini
iceremez. Ny ¢ A ise A smurh olmak zorundadir, aksi halde sup A = Ny ve
A kapali oldugundan ¥; € A olurdu!

Sonugta A, B kiimelerinden en az biri, ghk. A kiimesi simirhdir. o =
sup A € A olsun. B¢ = Q\B acik ve A C B¢ oldugundan (£, ag] C B¢ ola-
cak bicimde ag noktasimin komguluklar: vardir. Bu kogulu saglayan € € A
ogeleri yoksa bu g = min A ve A = {ap} demektir ki bu durumda U = A
ve V = A° kiimeleri A ve B kiimelerini ayiran agik kiimelerdir. Eger
(&, ap] € B¢ kosulunu saglayan & € A ogeleri varsa «; bunlarin minu-
mumu olsun. Benzer bigimde (&, a1] € B¢ kogulunu saglayan £ € A 6geleri
varsa ap bunlarin minumumu olsun. Kesin azalan bir (o, )n<, dizisi ola-
mayacagindan sonlu adimda «,, = min A 6gesine ulagiriz. Bir A < «,, sira
sayist (A, ] € B€ olacak bigide vardir. (§,n] tipindeki araliklar hem agik
hem kapali olduklarindan

K= ()‘7 an] U (ana O‘nfl] u---u (ala Oéo]
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kiimesi hem acik hem kapahidir. K, K€ agik kiimeleri A, B kiimelerini ayirir.

|

Not 3.5.6 Topolojiyle ilgilenenler i¢in iki not diigelim: N; x (X; + 1)
carpim uzayl normal degildir. Dolayisiyla normal uzaylarin carpim uzay-
larimin normal olmasi gerekmez. Ayrica X := (w + 1) x (X; + 1) uzay:
iki kompakt Hausdorff uzayimin ¢arpim uzayi olarak normaldir. Ancak bu
uzaym Y := X \{(w,N;)} altuzay1 normal degildir. Dolayisiyla bir normal
uzayin bir altuzayinin normal olmasi gerekmez. [

Onerme 3.5.7 (X, d) bir metrik uzay olsun.Her siirekli f : Xy +1 — X
fonksiyonu sonunda sabittir, dd. f|(a, Ry + 1) sabit olacak bi¢imde bir a <
Nyvarder. Dolayswyla f en fazla saylabilir farkly degerler alabilir.

Kanit. f fonksiyonu N; noktasinda siirekli oldugundan her n < w icin
bir o, < Nj swra sayist her £ € (ap, N1 + 1) icin d(f(§), f(Ry)) < 27"
olacak bigimde bulunabilir. « := sup,,, @, olsun. sd(X;) = X; oldugundan
a < Nj. 9imdi o < £ < Ny +1 keyfi verilsin. Her n < w icin d(f (&), f(N1)) <
27" oldugundan f(£) = f(Xy) olur. Demek ki fonksiyonumuz (a,®; + 1)
araliginda sabit f(R;) degerini alir. « sayilabilir oldugundan f[X; 4+ 1] =
fla] U{f(Ry)} sayilabilir. m

3.6 OLCU UZAYLARI

a,b € R ve a < b olmak iizere I := (a,b), R’de u¢ noktalarm dahil
olmasi ve olmamasi s6z konusu olabilen dort farkli arahigin ortak goste-
rimi olsun. Oklid zamanmda bile I = (a,b) dogru parcalarma uzunluk-
lar1 dedigimiz bir pi(I) = b — a gercek sayisi, diizlemdeki bazi A ge-
ometrik kiimelerine alanlar1 dedigimiz bir p2(A) gergek sayisi, ozellikle
D = (a1, b1) x{(ag, be) dikdortgenine ps(D) = (b —aq)-(ba—ag) gergek sayisi
ve R3 uzayimmizda ise bazi geometrik V kiimelerine hacimlar: dedigimiz bir
ps(V) gercek sayisi, ozellikle K = (aj,b1) x (ag,b2) X (as,bs) kutusuna
ps(K) = (b1 — ay) - (ba — ag) - (bs — as) sayist karsihik getirilmigtir. Okulda
ogrendigimiz ve sagduyunun da istedigi, herhangi iki sekli R’de Gteleme,
diizlem ve uzayda ise oteleme ve dondiirmelerle iist iiste getirebiliyorsak
bu sekillerin 6l¢iilerinin birbirine esit olmasi gerektigidir. Otelemelerin ve
dondiirmelerin ortak oOzelligi noktalar arasindaki uzakliklar1 korumasidir.
Uzakliklardan metrik uzaylarda séz edebildigimiz icin bu durumu bir kav-
ramla adlandiralim.

Tanmim 3.6.1 (X,d), (X', d’) iki metrik uzay ve f: X = X' bir tamesleme
olsun. Her x,y € X i¢in d(x,y) = d'(f(z), f(y)) ise bu iki uzay metrik-
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sel esyapilidar (izometriktir ) denir. f donisimine ise bir metriksel
tamesglemedir veya izometridir denir. Bu durumu (X,d) = (X', d)
veya kisaca X = X' ile gosterelim.

X = X’ durumunda bazen X, X’ metrik uzaylar1 metriksel esittir de
diyecegiz.
Tanmim 3.6.2 (X,d), (X', d') iki metrik uzay ve 2 < n < w olsun. Asagidaki

kosul saglandiginda bu iki uzay n parcgals metriksel egittir (izometrik-
tir) diyecek ve budurumu X "X le gosterecegiz:

X uzayman {X1,..., X} ve X" wzaywn {X7,..., X, } parcalaniglar:
X1 2X,.. ., X, 2 X
olacak bi¢imde vardar.

Not 3.6.3 Parcali esitlik kavraminin esitligin biittin 6zelliklerini saglama-
m,2

s1 gerekmez. Ornegin "= gecisli degildir. Oklid metrigiyle alman R metrik
uzaymzin A = {1,2,3,4}, B = {1,2,5,6} ve C = {1,5,9,13} kiimeleri
icin A = {1,2} U {3,4} ve B = {1,2} U {5,6} parcalamslarindan dolay1
A B, B = {1,5} U{2,6} ve C = {1,5} U {9,13} parcalanislarindan
dolay1 B "% O, Ancak A ™ ¢ olmadig: gibi A " O de degildir. Ornegin
Sierpinski [53] s6z konusu kiimeler en az 8 6geli olmak koguluyla asagidaki
problemin ¢oztimiinii bilmedigini ve zor oldugunu belirtmektedir: R’de A

ve C kitmeleri A" €' olarak verildiginde daima bir B kiimesi A "? B ve
B™? C olacak bigimde var midir? O

integrasyon kurami yardimiyla basit geometrik kiimeler diginda miimkiin
oldugu kadar ¢ok A kiimesine bir p(A) 6lgiisii karsilik getirilmeye caligildi.
Yukarida belirtilenler diginda bir 6lgliden beklenen, A4, ..., A, dlciileri olan
ayrik kiimelerse A = A; U --- U A, kiimesinin de 6lgiilebilir ve p(A) =
(A1) + - -+ p(Ay) olmasidir. Sonradan yetersiz bulunan Riemann integ-
ral kavramini genellestirirken Lebesgue bu son adimi sonlu toplamsalliktan
sayilabilir toplamsalliga aktarmistir. Lebesgue’in ¢ozilmek tizere ortaya
koydugu olg¢ii problemi sudur:

1. Her smmirh A C R™ kiimesine bir u,(A) > 0 gercek sayisi karsihk
getirilecektir.

2. {Ag}g<w sl altkiimelerin, birlesimleri de siirh olan ayrik ailesi

pn( || Ar) = il Ar).

k<w k<w
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3. A,B CR" siurh ve A = B ise ju,(A) = pn(B).
4. I =(0,1) ise pu,(I") = 1.

Hausdorff’u [30] izleyerek bu problemin higbir n igin ¢6ziimiintin ol-
madigini gosterecegiz. Bu kogullar altinda sinirlh A, B C R”™ kiimeleri igin
A™ Bise pn(A) = pp(B) oldugu agikardir. Diger yandan problemimizin
ilk 1i¢ kogulunu saglayan u,, verildiginde her pozitif p gercek sayisi icin pp,
de problemin ilk ¢ kogulunu saglar. Bundan kurtulmak icin bir normlama
kosulu olarak (4) getirilmistir.

Teorem 3.6.4 (Hausdorff [30]). Olgii probleminin hichir n igin ¢ozii-
mu yoktur.

Kanit. 1. n > 2 olsun. Once Olcii probleminin n i¢in ¢oziimi varsa n — 1
i¢in de ¢Ozlimii oldugunu gorelim. p,, problemimizin R” i¢in ¢6ziimii olsun.
Her smirh A C R kiimesi i¢in 4 x [0, 1] C R™ silindiri de simirhidir ve

fin—1(A) = pn(A x [0,1])

ile tanimlanan g, 1 ise problemimizin R"~! icin ¢éziimiidiir (6dev). Boylece
sonlu adimda problemin bir n > 2 igin ¢ozlimii varsa n = 1 igin de
¢Ozlimil olduguna ulagiriz. Dolayisiyla savimizi kanitlamak icin problemin
n = 1 igin ¢oziimii olmadigini gostermek yeterlidir.

2. Her z € R igin I = [0,1) araliginda tek olarak belirli bir z* € I sayis1
x — z* € Z olacak bigimde vardir. Her A C R igin

A ={z"el|FrcAlx -z €Z)}

olsun. I'da bir toplama iglemini z @y := (x + y)* olarak acgiklayalim. Daha
acik bir yazilimla

Simdi X C I herhangi bir altkiime ve « ise 0 < o < 1 olan bir irrasyonel
say1 olsun. X1 = X N[0,1 —a) ve X9 := X N[l —a,1) olsun. X = X; U Xo
bir ayrik birlesimdir. Y := a @& X olsun.

Yi=adXi=a+ X1 =Y NJa,1) ve
Yo=adXo=a—-1+X>
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olmak iizere Y = Y1 U Y5 bir ayrik birlesimdir. Y;’ler X} ’lerden 6teleme-

lerle elde edildiklerinden X; = Y, k = 1,2. Dolayisiyla X w2 Y, bu-
nun dogrudan sonucu olarak, eger 6l¢ii problemimizin R’de p; gibi bir
¢OzUmi varsa

pi(X) = pm(Y) = p(a® X)

olur. Toparlarsak asagidaki onermeyi kanitladik:
(m,2) YXCIVaeR\QO<a<l=X""adX)
Simdi R’de bir denklik bagimtisini her z,y € R igin
rSye—=r—ycal<3IkecZr=y+oak
olarak aciklayalim. Herhangi bir x € R 6gesinin denklik sinifi
P,:=x+aZ={x+ak|keZ}

'tir. Segme Aksiyomuna gore her denklik sinifindan tek bir 6ge igeren bir
A C R kiimesi vardir. Elbette {P,; |z € A} ailesi R'nin bir pargalanigidir.
Ap:= A* C I veher k € Z igin Ay := ak @ Ap olsun. (m,2)’den hemen

m,2 m,2

elde edilir. Bu nedenle her k € Z igin p;1(Ag) = pi1(Ao) =: p elde edilir.

Tamm geregi her k € Z i¢in Ay, C I. {Ag |k € Z} ayriktir. Gergekten de
z € A;N Aj ve i # j olsun. Dolaysiyla z,y € A 6geleri x +ai = 2z = y+ aj
olacak bigimde vardir. Buradan x —y = «(j — i) olacagindan z &y olur ki
bu olamaz! Ciinkii A kiimesi her denklik simifindan bir aday icermektedir.
Diger yandan I = J,c; Ax. Gergekten de u € I keyfi verilsin. 3z (u € Py).
AN P, ={w} ise bir k € Z ile u = w + ak olacagindan u € Ay, olur.

Simdi w1 6lgii problemimizin R’de bir ¢6ziimii olsun. Her k£ € Z igin
p1(Ag) =p € [0,400) ve (4)’ten dolay1 ise

=)= ZP

kEZ

olmas1 gerekir ki bu olamaz. m

Not 3.6.5 Diizlemde herhangi bir cember sayilabilir sonsuz ¢oklukta
metriksel egit parcalara ayrilabilir. Savimizi bir tek gember i¢in kanitlamak
yeterlidir. Kanitin ana diiglincesi gok basittir: Merkezi (0,1/27) ve yari
capt 1/21 olan C cemberini alalim. Bu gemberin ¢evre uzunlugu = 1
olur. Simdi z-ekseni olan R dogrumuzu bu ¢embere, pozitif eksen saatin



3.6 OLCU UZAYLARI 295

ters, negatif eksen saat yoniinde olmak iizere saracagiz. a € R irrasyonal,
0 < a <1 ve P, kanittaki kiime olsun. Bu sarma igsleminde x € R sayisi
¢ember lizerinde p, noktasina giderse, 0 < a < 1 irrasyonel oldugundan, P,
denklik smifimin 6geleri cember iizeride birbirinden farkli ve p, noktasinin
siirekli o yay1 kadar 6telenmesiyle elde edilen noktalara gider. A kiimesi
kanittaki kiime olmak iizere Ay := ak + A(k € Z) kiimeleri ¢ember iize-
rinde sayilabilir coklukta metriksel esit ayrik kiimelere gider. Cemberin 6zel
geometrik yapisindan dolay1 kolayca elde ettigimiz bu parcalanigin benze-

rini araliklar i¢in elde etmek oldukca zordur. Teoremimizde [0,1) aralig:

sayilabilir ¢oklukta 2 olan pargalara ayrilmiglardir. Herhangi bir (a,b)

araligin1 sayilabilir coklukta metriksel egit ayrik parcalara bélme proble-
mini Neumann [45]’te ¢6zmiigtiir. OJ

Olcii problemi bu sekliyle bir ¢oziime sahip olmadigima gére problemi
degistirmek gerekecektir. Once 6l¢ii probleminde (1), (3), (4) kogullarim
koruyup (2) kogulunu zayiflatalim:

(2)* A, B CR" simirh ve ayriksalar pu, (AU B) = p,(A) 4 pn(B)

olsun. Yeni 6l¢li problemimiz (1), (2)*, (3), (4) olacaktir. Bu problemin de
bir n > 1 i¢in ¢6zlimi varsa, daha 6nce verdigimiz gerekgelerle n—1 icin de
¢Oziimii vardir. Tersten okursak bu problemin bir m icin ¢éziimii yoksa her
n > m i¢in ¢oziimi yoktur. Bu problemin n > 3 igin ¢6ziimii olmadigini
[30]’de Hausdorff kanitladi. Bunun icin problemin R3’te ¢oziimii olmadigin
gostermek yeterlidir. Once R3’te 6l¢ii probleminin ¢oziimii varsa S° := {z e
R[] = 1}'de
()" ps(S) =p >0

olmak tizere (1), (2)*, (3), (4)* probleminin bir ¢6ziimii oldugunu gérmek
kolaydir. Oyleyse (1), (2)*, (3), (4)* probleminin bir ¢éziimii olmadigim
gostermek yeterlidir. Hausdorff S2 kiire yiizeyinden sayilabilir bir @ kiimesi
gikardiktan sonra kalan kismi A, B, C' gibi {i¢ ayrik parcaya boldii, oyle ki
bir yandan bunlar birbirine metriksel esitken ayn zamanda A = B LI C.
Bu durumda S® uzaymin 6lciisii p > 0 olacaksa A kiimesinin 6lciisii bir
yandan p/3 diger yandan 2p/3 olmalidir. Bu olamaz! Banach ve Tarski yeni
Ol¢ii probleminin n = 1,2 igin bir ¢éziimii oldugunu kamtladilar. Ayrica

n>3; A, B CR" sinirls ve A° # (), B° # ) ise bir k € Nile A B

oldugunu kanitladilar [1]. Bu ise i¢ nokta igeren herhangi iki sinirh kiimenin
problemimizi ¢ozen her u, Olcilisiine gore aym Olgiiye sahip olmalari, dd.
tn(A) = pn(B) olmasi demektir. Diger yandan elbette bu kiimeler ayrik
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olsun olmasin p, (AU B) = u,(A), eger ayrica ayriksalar
fin(A) = pin (AU B) = pp(A) + pn(B) = 2un(A).

Eger (4)’ten vazgegersek yegane ¢oziim p, = 0 olur. (4)'ten vazge¢mez-
sek ¢oziim yoktur. Bu sonu¢ n = 3’ten baglamak tizere Oklid uzaymmn
karakterinin tliimiiyle degistigi gibi algilanabilir. Ancak burada bir gariplik
olmadigini, bunun nedeninin R™ uzayinin, uzakliklar: koruyan déniigtimleri-
nin O™ grubunun cebirsel yapisindan kaynakladigimi Neumann [47]’te kanit-
lamigtir. Tiim olay n > 3 igin O™ grubunun iki 6ge tarafindan tiretilmis bir
serbest alt grubunun olmasindan kaynaklanmaktadir.

Eger R™de cahsiyorsak (2), (3) ve (4)’ten vazgecmek istemeyiz. Oyleyse
(1)’i degistirmek zorundayiz; tiim simirli kiimelerin 6l¢iilebilir olmasi istegin-
den vazgegmeliyiz. (2)’nin kisitisiz gegerli olmasi igin 6lgiilebilir kiimele-
rimizin sayilabilir birlesimlerinin de 6l¢iilebilir olmasim isteyecegiz. Ayrica
baz1 biiyiik kiimelerin de 6lgiilebilir ve 6lgiilerinin de 400 olmasina izin ve-
recegiz. Herhangi bir X kiimesinde ¢aligmak istiyorsak (3) ve (4) kosullarin-
dan vazge¢meliyiz. Son olarak bir A C X olgiilebilirse A€ tiimleyeninin de
Olciilebilir olmasim istiyoruz. Bu bizi agagidaki kavrama gotiiriir.

Tanim 3.6.6 X # () ve ) # A C P(X) olmak tizere
1.VAe A A°=X\Aec A ve
22.VBCA (IB<w=JBeA
ise A, X ’te bir o-cebiridir denir.
Not 3.6.7 X iizerinde bir o-cebiri A verilsin.
1. 0,X € A. Gergekten de ) = JD € Ave X =0° e A.

2. BC Aigin 4B < w ise (B € A. Gergekten de B®= {B°|B € B}
olmak fizere B C Ave B =B € A.

3. A,B € Aise A\B € A. A, B° € A oldugundan ikinci notumuzla
A\B=ANnB‘e A

4. Her X # () igin P(X), X {izerinde bir o-cebiridir.
5. X sayilamaz bir kiime ise
A={ACX|1A <w VLA <w}

X tuzerinde bir o-cebiridir.
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6. Herhangi bir ) # A C P(X) ailesi verildiginde X {izerinde A ailesini
igeren o-cebirlerinin arakesiti o(.A) ile gosterecegimiz bir o-cebiridir.
Buna A'nin iirettigi o-cebiri denir.

7. X =N, +1ve K := {K|K kasiz} olsun. (2.18.14)’da sayilabilir
coklukta kasizin arakesitinin de bir kasiz oldugunu 6grendik. Simdi

M:={AeP(X)|IK e K(K CAVK C A%}

olsun. M’nin X fizerinde bir o-cebiri oldugunu savunuyoruz. Her A
i¢in (A°)¢ = A oldugundan A € M <= A° € M. Simdi N C M ve
1N < w olsun. Iki durum s6z konusudur: a) IN € N3K € K(K C N).
Bu durumda K C [JN olacagimdan tamm geregi (JN € M olur. b)
VN € N3Ky € K(Ky C N€. Bu durumda (\{Ky|N € N} C
ANC =N olur. N{Kn | N € N} € K oldugundan | JN € M olur.
[l

Tanim 3.6.8 (X, 7) topolojik uzayr verildiginde o(T) 'ye bu topolojik uza-
ywn Borel cebiri denir ve Br(T) veya Br(X) ile gosterilir. Bu o-cebirinin
ogelerine bu topolojik uzayin Borel kiimeleri denir. R™ dogal topolojiyle
alindrgainda Borel cebirini kisaca Bt™ ile gdsterecegiz.

6. notta bir A # ) ailesinin tirettigi o(.A) cebirinin
o(A) = ﬂ{C | ACC veC, X'te bir o-cebiri}

olarak tanimlandigini anmimsatalim. Bu o(A)'nin bir digsal tanimidir, o(A)’
nin 6gelerinin neler oldugunu ve 4’'nin 6gelerinden nasil kazanildigini séyle-
mez. Bir sonraki teoremimizde o(.A) nin igsel belirlemesi verilecektir.

(X, T) topolojik uzay1 verildigide elbette acik ve kapal kiimeler Borel
kiimeleri olacaktir. Kapali kiimelerin sayilabilir birlegimleri, bu tip kiime-
lere F, kiimeleri denir, Borel kiimeleri oldugu gibi, sayilabilir ¢oklukta
acik kiimelerin arakesitleri de, bu tip kiimelere G kiimeleri denir, Borel
kiimeleridir. Bu iglemleri stirdiiriip 6rnegin sayilabilir coklukta F,, kiimele-
rinin arakesitlerini alarak elde edilen F,5 kiimeleri, sayilabilir ¢coklukta G
kiimelerinin birlegsimini alarak elde edilen Gg, kiimeleri hep Borel kiime-
leridir. Benzeri iglemlerin devam edecegi apaciktir. Olaya genel durumda
bakalim.

Simdi X # () ve § # A C P(X) verilsin. X {izerindeki herhangi bir
R o-cebiri A’y1 icerirse elbette A®’yi de icerir. Ag := AU A olsun. R
ayni zamanda Ay’1n sayilabilir goklukta 6gelerinin birlegimlerini ve onlarin
tliimleyenlerini de icerir. Bu kiimelerin ailesini A; ile gosterelim. Bu bicimde
A1, A, ... Ay, - - - tekrarll tanimlamayla tanimlanacaklardir.
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Bir X # () kiimesi ve bir () # A C P(X) ailesi verilsin. Her « sira sayist
i¢in tekrarli tanimlamayla A, C P(X) aileleri agagidaki gibi tanimlanabilir-
ler:

1. AoZAUAO.
2. Asr1 ={UB|BC A "B <w}U{(UB)°|BC As AMiB < w}.
3. A)\:Ua<>\Aa,)\€Lim.

(Aq)acsrs artan bir dizidir. Her « i¢in A, € P(P(X)). Srs bir 6z siuf
ve P(P(X)) bir kiime oldugundan (Aq)acsrs dizisi kesin artan olamaz.
Bir « i¢in A, = Aq41 ise tanmmlardan dolayr her 8 > « i¢in Ag = A,
oldugu asgikardir. Bu tamimlarla X kiimesi ve A ailesi nasil verilirse verilsin
(Ax)aesrs dizisinin en geg N;’den itibaren duraganlagtigim kamtlayacagiz.

Teorem 3.6.9 0(A) = J,cn, Aa = Ay, -

Kanit. A, :=J,y, Aa diyelim. Savundugumuz o(A) = A oldugudur.

1. A, C o(A): Sonludtesi tiimevarimla her @ < Wy igin A, C o(A)
oldugunu gosterecegiz. Ay C o(A) oldugu apagiktir. Simdi her f < «
icin A, C o(A) kamitlanmig olsun. « bir limit sira sayisiysa tanim geregi
Ao = Ugcq Ap C o(A) olur. a bir ardilsa, érnegin a = f+1ise Ag C o(A)
oldugundan Ag'nin 6gelerinin sayilabilir birlegsimleriyle bunlarin tiimleyen-
leri de o(A)’da olacagindan A, C o(A) olur. Sonugta A, C o(A) elde
edilir.

2. 0(A) C A,: Bunun iginse A, in X {izerinde bir o-cebiri oldugunu
kanitlamak yeterlidir. A € A, ise bir a < Ny ile A € A,, dolayisiyla 6nce
A¢ € A, ardindan A € A, olur. Her n < w i¢in A,, € A, kiimeleri
verilsinler. Her n < w i¢in A, € Ay () olacak bigimde bir a(n) sira sayisi
vardir. § := sup,., a(n) olsun. < N; oldugunu biliyoruz. Bu durumda
B+1<Ny ve U, An € Ay, dolayisiyla |, ., An € Ax ve isimiz biter.
[

n<w

Teorem 3.6.10 Her 1 < n < w i¢in §Bt" = ¢. Bunun sonucu olarak R™
uzayinda Borel kiimesi olmayan kiimeler vardwr; hem de '2° kadar.

Kanit. R” uzaymuzin topolojisi 7 olmak iizere (3.3.2)’den §7 = §7¢ =
¢. Bir onceki teoremde A olarak T alacagiz. Sonludtesi tiimevarimla her
a < Vg igin gA, = ¢ oldugunu gosterecegiz. f.49 = ¢ agikar. Simdi o < Nq
ve her 8 < «icin §.Ag = ¢ kanitlanmig olsun. « bir limit sira sayis: ise

¢ =tAo < Ao = (| Ap) Staxc<Roxce=c.

B<a
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Simdi « bir ardil 6rnegin o =  + 1 olsun. ¢ = fAg < hA, ve Ay 'nin
tammmindan A, <! = ¢ + ¢ = ¢ oldugundan ¢ = 54, olur. ¥y < ¢
oldugundan
c <A =4[] Aa) SRixe=c
a<N;
olur ve igimiz biter. m

Tanim 3.6.11 (X, d) metrik uzayinan bir A altkimesi saylabilir ¢oklukta
her yerde seyrek kiimelerin birlesimi olarak yazilabiliyorsa birinci kate-
goriden (veya ciliz), aksi halde ikinct kategoriden (veya dolgun) de-
nir. X wzayimn ciliz kimelerinin kimesini M, eger X = R" ise M" ile
gosterelim.

Tanim geregi ciliz kiimelerin altkiimeleri de cilizdir. Diger yandan sayila-
bilir coklukta ciliz kiimenin birlegimi de cilizdir. M neredeyse bir o-tam ide-
aldir. Ancak biz 6z ideallerle galigyoruz, dd. X ¢ M olmali. Bunu herhangi
bir metrik uzayda bekleyemeyiz. Ancak tam metrik uzaylarda dogrudur.

Teorem 3.6.12 Baire . (X,d) bostan farkly bir tam metrik uzay olsun.
1. Her cihz Y altkiimesi bir sinar kiimesidir, dd. Y ¢, X ’te yogundur.
2. 0 #£Y C X veY agiksa ciliz degildir.

3. Her n < w i¢in Yy, acgik ve yogun ise ) Y, de yogundur.

nw
4. Her n < w igin K, kapal ve K =0 ise (U<, Kn)°® = 0.

Sonug: Bostan farkl tam metrik uzaylar ciliz degildirler, dd. ikinci kate-
goridendirler.

Kanit. 1. Her n < w icin S, bir seyrek kiime ve Y = (J,,_,, Sn olsun.
Y° = () oldugunu gormeliyiz. Bunun i¢in Y kiimesinin hicbir agik topu
igeremeyecegini gostermek yeterlidir. Her agik top bir kapali top igerdigin-
den higbir kapali B topunu igermeyecegini, dd. B\Y # () oldugunu goster-
mek yeterlidir.

By = B uzayimizda herhangi bir kapali top olsun. Tekrarl tanimlamayla
azalan bir (Bj,)n<w kapal toplar dizisi tammlayacagiz. B, tanimlanmig
olsun. S,41 her yerde seyrek oldugundan bir kapal B, 1 topu

Bn+1 g Bn\Sn+1 ve d(Bn+1) < ]./(TL + ].)
olacak bicimde bulunabilir. (3.1.7)’den dolay1 Ip € (., Bn-

C
N B.c () sg:( U sn> =Y°
n<w 1<n<w 1<n<w
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oldugundan p € By\Y. Sonu¢ hemen buradan gikar: Her ciliz kiimenin
tumleyeni X’te yogun oldugundan, bostan farkli tam metrik uzaylar ciliz
olamaz!

2. Bosgtan farkli bir acik kiime ciliz olsaydi igerisine diisen kapali toplar
da ciliz olurdu. Ancak her kapali top da bir tam metrik uzay oldugundan
bu (1) ile gelisir.

3. Y, acik ve yogun ise S, := Y,¢ kapali ve her yerde seyrektir.

ﬂY:ﬂSfL:(USn>C

n<w n<w n<w

oldugundan (), Y, arakesiti bir ciliz kiimenin tiimleyeni olarak (1)’den
dolay1 yogundur.

4. Her n i¢in K, kapali ve K7 = () ise K,, her yerde seyrek oldugundan
C =, <, Kn cihiz ve (1)’den dolay1 C bir smir kiimesi ve C° = (). m

R"™ tam metrik uzay oldugundan ciliz degildir, dolayisiyla R™ uzayinin
M™ ciliz kiimeleri bir o-tam idealdir. Bu idealin yanisira R™ uzayinda bir
basgka ideal, Lebesgue anlamindan sifir Ol¢iilii kiimelerin S™ ideali de ¢ok
onemlidir. R"™ uzayinda yaricapi 1 olan bir topun hacmine b,, dersek yaricapi
r olan bir topun hagmi = b,7". Ara bilgi olarak sunulan bu bilgi agagidaki
tanimi anlamak icin 6nemlidir, artik onu unutabiliriz.

Tanim 3.6.13 N C R"™ verilsin. Her € > 0 saysina karsilik N kimesinin
agik toplardan olusan saylabilir bir { By, (xr)} ortisi

ZTZ<5

olacak bigimde bulunabiliyorsa N (Lebesgue) sifur kimesidir denir. R"
uzayrmedaki Lebesgue anlamanda sifir kumelerinin kimesini 8™ ile gostere-
lim.

Bir b,, faktori o kadar onemli olmadigindan tanim 6ncesi yapilan acikla-
mayla N kiimesinin sifir kiimesi olmasi i¢in gvyk. her € > 0 sayisina kargilik
bu kiimeyi hacimleri toplami1 < e olan sayilabilir acik topla ortebilmek-
tir. Tanmim geregi bir sifir kiimesinin altkiimeleri de sifir kiimesidir. Ayrica
sayilabilir ¢coklukta sifir kiimelerinin birlegsimi de bir sifir kiimesidir. Diger
yandan R"™ kesinlikle sifir kiimesi degildir. Bu nedenle S™ bir o-tam ide-
aldir. M™ ve 8" o-tam idealler olduklarindan A € §" = A° ¢ S" ve
B e M" = B¢ M".

Her sayilabilir A C R™ kiimesi M"™ NS™dedir. Yine C' Cantor kiimesinin
de M™N 8™ de oldugunu 6grendik. Ancak bu genel durum degildir.
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Teorem 3.6.14 R" uzayinda yogun bir Gs kiimesi olan bir G kimesi G €
S" ve G¢ € M™ olacak bigimde bulunabilir.

Kanit. Q" kiimesi sayilabilir ve R™’de yogundur. Q™ kiimesini {qx | k <
w} olarak iyi siralayalim. Her m < w igim By, ile g merkezli ve 7, =
2~ (m+k)/n varicaph acik topu gosterelim.

Gm::UBmk ve G := ﬂGm

k<w m<w

olsun. Her G,, bir agik kiime oldugundan G bir G kiimesidir. Q* C G
oldugundan G yogundur.

G € 8™: Gergekten de £ > 0 keyfi verilsin. m dogal sayisi 2 (1) < ¢
olacak bigimde secelim. G C G,,, ve

Z T = —(m=1) < ¢,
k<w

Dolayisiyla G € S™.
G, kiimesi acik ve yogun oldugundan GY, kiimesi kapali ve her yerde
seyrektir. Dolaysiyla G¢ = |, ., G¥, bir cihz kiimedir. m

Tanim 3.6.15 1. £" := o(Br" US") ye R"’de Lebesgue 6lgilebilir
kimelerin o-cebiri,

2. BR" := o(Bt" UM") ye R"de Baire 6zellikli kimelerin o-cebiri
denir.

Simdi kamitsiz olarak ii¢ teorem verecegiz. Ilk ikisi tamm ve kiime iglemleri
disinda higbir bilgi gerektirmedigi i¢in kanitlarini 6dev olarak birakacagiz.
Ugiincii teoremi ise Gergek Analiz kitaplarindan 6diing alacagiz.

Teorem 3.6.16 L" ve BR" asagidaki gibi de kazanilabilir:

L' ={AAN|A € B" AN € S"}.
BR™ = {AAC|A € Bt" AC € M"}.

Teorem 3.6.17 BR" = {AAC| A, R"’de agik ve C € M"}.

Teorem 3.6.18 Her A € L" i¢in siraswyla F, ve Gy kiimeleri olan F ve G
kiimeleri F C A C G ve G\A € 8™ olacak bigimde bulunabilir. Ozellikle

L' ={GAN |G CR" bir G5 kiimesi ve N € S"}.
={FAN|F CR" bir F, kiimesi ve N € §"}.
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Teorem 3.6.19 A € L"\S" veya A € BR"\M" ise K C A olacak bi¢imde
bir kusursuz K kiumesi vardar.

Kanit. 1. A € £"\S" olsun. Bir 6nceki teoremden bir F, kiimesi olan
F kiimesi FF C A ve A\F € S" olacak bicimde secilebilir. F' ¢ S™, aksi
halde FU A\F = A € §" olurdu! R"’de kapali F, kiimeleri ' = J,,_,, Fn
olacak bicimde segilsinler. Bu F;, kiimelerinden en az biri sayilamaz olmak
zorundadir. Aksi halde F' sayilabilir ve dolayisiyla bir sifir kiimesi olurdu.
F,, sayillamazsa (3.3.8)’den F), kusursuz bir K kiimesi igerir. Boylece K C
F,CFCA.

Simdi A € BR™\M" verilsin. (3.6.17)’den bir acik U ve cihz C ile A =
U\C olur. C cliz kiimesi S, seyrek kiimelerinin C' = (J,,,, Sn birlesimi
olsun. Yine agag yontemiyle bostan farkli agik kiimelerin bir {Us; C U |s €
2<%} ailesini tammlayacagiz.

Up C U agik kiimesini Uy C U\Sp olacak bigimde secelim. Tekrarh
tanimlamada her s € 2<N icin secilecek Ugng, Ugny acik kiimelerinin acik
toplar olmasini ve asagidaki kosulu saglamasini isteyecegiz

(T) Usno NUgng = (2)7 ve Ugng U Usng C US\SM

Simdi Uy tanimlanmig olsun. S,, kapah ve U agik oldugundan (3.6.12)’den
dolay1 U\S,, # 0 oldugundan (T) saglanacak bicimde Usng, Usr; buluna-
bilir.

Her F,, := J{Us||s| = n}, sonlu sayida kompakt kiimenin birlesimi
olarak kompakttir ve F':= ), _, I, de kompakttir. Tanim geregi F' C U
ve her n < w igin F,, NS, = (). Boylece FF C U\S C A. Kamtin ilk kisminda
oldugu gibi F' kiimesinin sayilamaz oldugunu gosterirsek isimiz biter. Bunu
ise defalarca yaptigimiz gibi kolayca goriiriiz.

Her z € 2N i¢in F, := N, <wf|n olsun. Sunlar1 gérmeyi 6dev olarak
birakiyoruz: F, # 0, {F, |z € 2} ayrik ailedir, dolayisiyla herhangi bir
c: 28 - F (z ~ c(z) € F,) secen fonksiyonu birebirdir. Bu nedenle
¢ = 128 < {F ve isimiz biter. m

Teorem 3.6.20 R" wuzayinda, ne kendisinin ne de tumleyeninin kusursuz
altkiimest olmayan altkumeler vardar.

Kanit. Bu teorem Problem 4.0.32 olarak ¢oziildii. Bu tip kiimelere Bern-
stein kiimeleri denir. m

Teorem 3.6.21 Bernstein kiimeleri Lebesgue élciilemezler ve Baire 6zel-
ligine de sahip degildirler.

Kanit. B C R" bir Bernstein kiimesi olsun. B ve B¢ kusursuz altkiimeler
icermezler. §imdi B € L" oldugunu varsayalim. (3.6.19)’dan dolay1 B, B¢ €
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S", dolaywisiyla B U B¢ = R™ € 8™ olur ki bu bir geligkidir. B € BR"

olamayacagi benzer bicimde gosterilir. m

Tanmim 3.6.22 X kimesinde bir A o-cebiri verilsin. Asagidaki kosullar
saglandiginda p : A — [0+ oo| dontsimine bir 6l¢t ve (X, A, p) tglisine
bir 6l¢i uzayr denir:

(1) pu(0) =0.

(2) {An|n <w} C A bir ayrik aileyse p1(U,, <o, An) = D pew 1 An).

Eger ayrica X dzerinde bir T topolojisi verilmis ve T C A ise bu odl¢iinin
(X,T) uzayindaki desteginden (taswyrcisindan) anlasilan

desp = X\ U{U eT|uU)=0}
kapaly kiimesidir.

Ornek 3.6.23 Dieudonné &lgiisit : Not 3.6.7(7)’de X = R; + 1 to-
polojik uzayinda, o zaman M ile gosterdigimiz, simdi A ile gdstermeyi
yegleyecegimiz bir

A:={A|Jkasiz K (K C AV K C A%}

o-cebiri tamimlamigtik. §imdi bir p : A — {0,1} 6l¢iisii tammlayacagiz.
Bir A € A kiimesi kasiz bir K C A igeriyorsa u(A) = 1, aksi halde pu(A) =0
olarak agiklansin. p(0)) = 0 oldugu apagiktir. Simdi ayrik {4, |[n <w} C A
ailesi verilsin. Higbir A,, bir kasiz K igermezse tanmim geregi her n < w igin
A, bir kasiz K, icerir ve pu(Ay) = 0. (2.18.14)’tenn dolayr K* := ", Kn
da kasizdir ve (|J,,.,, An)¢ 2 K* oldugundan tanim geregi

p(U An) =0="3 n(4n)

n<w nw

olur. Simdi en az bir n igin A, bir kasiz K icersin. Bu durumda m # n
icin A,, kasiz C igeremez, aksi halde A,, N A, # 0 olurdu. Demek ki bu
durumda her m # n igin p(A;,) =0, u(A,) =1 ve béylece K C |J,,.., An

oldugundan yine
p(J Ar) = 1= ul4)
k<w k<w
olur. p bir ol¢idiir.

Simdi Br C A oldugunu savunuyoruz. Ashnda esitlik s6z konusudur,
ancak bu bize gerekmiyor. Bunun i¢in N; + 1’nin her kapali altkiimesinin
A’da oldugunu gérmek yeterlidir. U(N;), Ny’in herhangi bir komgugu ise
bir 8 < Ny ile (5,N1] C U(Ry) olacagindan U(R1),U¢(N;) € A olur. Simdi
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K C ¥y + 1 kapali bir altkiime olsun. Iki durum séz konusudur. Ny ¢ K
veya Ny € K, ancak ayrik noktadir. Bu durumda 3[8,8;) C K€ ve [,R1)
kasiz oldugundan K € A.ii) N; € K, K'nin ayrik noktas: degil. Bu durumda
bir 8 < 8y ile (8,8] C K, dolayisiyla K € A.

desp =7 Ny noktasinin 6l¢iilebilir her komgulugunun 6lgiisii 1, ve 8y nok-
tasinin bir komsulugunu icermeyen her kiimenin 6l¢iisii ise 0 oldugundan
desp = {N1}. Bu kiimenin &l¢iisti tanim geregi p(desp) = p({R1}) = 0, do-
laywsiyla (X \desp) = 1 olur. Genelde herhangi bir v dlgiisii igin beklenen
ve ¢ogu zaman dogru olan v(X \desv) = 0 olmasidir. Diedonné 6l¢iisii buna
bir karst 6rnek olusturur. [

Gergek Analiz derslerinde bir p, : L™ — [0, +00] dl¢iistiniin
(i) VAe LV e R" up(x+ A) = pp(A).
(ii) Her —oo < a < by, < 400 i¢in

n n

ma (] (ars br)) = [ ] (bx — ar).
k=1 k=1
(iii)) VA € L™ pp(A) =0« A € S".
olacak bicimde varligi kanitlanir. Bu kuskusuz analizdeki en 6nemli ol¢tuidiir
ve Lebesgue oOlgiisii olarak adlandirilir.

Onerme 3.6.24 X C R Lebesque dlgiilebilir ve pq(X) > 0 ise X kiimesi-
nin Lebesgue dlciilemeyen bir altkiimest vardar.

Kanit. 1. R’de bir denklik bagintisini her xz,y € R i¢in z « y <=
x —y € Q olarak aciklayalim. 3.6.4 Hausdorff Teoremmi’nin kanitina ben-
zer bicimde Se¢me Aksiyomu yardimiyla her denklik sinfindan bir tek aday
segerek A C [0, 1] kiimesini olugturalim. Kolayca gortilecegi gibi her p, g € Q
icinp#qise (p+A)N(g+A)=0ve R=][,q(p+ A). Biz A kiimesinin
Lebesgue olgiilemez oldugunu savunuyoruz. A kiimesinin Lebesgue Olgiile-
bilir oldugunu varsaylm. A C [0, 1] oldugundan 0 < p;(A) < 1 olmahdur.
Once u1(A) = 0 olamayacagim gorelim. Her p € Q icin p1(p + A) = py (A)
oldugundan p1(A) = 0 bagintis: bize

m®) =m [ [To+A4) | =D mp+A4) =Y m(4) =0

peEQ peQ peQ

celigkisini verir. o := p1(A) > 0 da olamaz. Olsayd1 [[,cqnp (P +4) C
[0, 2] bagintisiyla

+o0 = Z o= Z pi(p+A) <2

peQNI0,1] pEQNI0,1]
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geligkisi elde edilirdi. Sonucta A kiimesi Lebesgue Glgiilemez.

2. A kiimesi yukaridaki Lebesgue 6lciilemez kiimemiz olmak lizere p € Q
icin kisaca A, := p + A yazalim. X Lebesgue Olgiilebilir kiimemizi X =
HpeQ X N A, ayrik birlesimi olarak yazalim. Biz X N A, kiimelerinden en
az birinin Lebesgue o6l¢iillemez oldugunu savunuyoruz. Bir an i¢in hepsinin
Lebesgue olgiilebilir oldugunu varsayalim. p1(X) > 0 oldugundan en az bir
po icin p1 (X N Apy,) > 0 olmahdir. {A,|p € Q} ayrik aile ve X N A4, C
A, oldugundan {p + X N A4, |p € Q} ailesi de ayriktir. Her p € Q igin
pi(p+ X NApy) = (X NA,) oldugundan

+oo = Z :ul(XmApo)::UJ H (p+XmApo) <
peQN(0,1] peQn0,1]

<m | JI o+40) | =m| [[ (@+4) ] <mo,2=2
peQN[0,1] q€QN(o0,1]

celigkisini elde ederiz. m
Teorem 3.6.25 X C R" Lebesgue dl¢ilebilir ve pun(X) > 0 ise §X = c.

Kanit. (3.6.18) ile F' bir F, ve N bir sifir kiimesi olmak tizere X =
F U N. Dolayisiyla pin(F) = pn(X) > 0. F kiimesi sayilabilir ¢oklukta
kapali C,, kiimelerin birlesimidir. F}, := Cy U --- U C,, kiimeleri de kapali
kiimelerdir. (F},)n<. artan bir dizi ve F' = |J, __ F), oldugundan p,(F) =
limy, < o (Fin) > 0.

m dogal sayisin p,(F,,) > 0 olacak bicimde segelim. (3.3.8)’den dolay1
F,, = P, US,,, P, kusursuz ve S, sayilabilir. F},, ve S,, Lebesgue 6lciile-
bilir olduklarindan P, de Lebesgue olgiilebilir ve 0 < iy, (F,) = pn(Pn) +
tn(Sm) = pn(Py). Dolaysiyla P, # 0 ve (3.3.4) ile ¢ = jP,,, < i§F < ¢ ve
isimiz biter. m

n<w
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4
PROBLEMLERIN COZUMLERI

Problem 4.0.1 Sonlu kiimelerde oldugu gibi sonsuz kiimeleri de, ¢okluklar:
tzerinden, anlaml bicimde cift ve tek kiimeler olarak siniflandirabilir mi-
yiz? Yanitinize gerekcelendiriniz.

Yanitimiz “Hayir!”. Kiimemiz X ve coklugu s olsun. Tek matematiksel
tanmim “Bir u cokluk sayst ile k = 2 % p ise ¢ift, k = 2% u + 1 ise tektir.”
olabilirdi. Ancak x sonsuz oldugundan k = 2 % p ise ayni zamanda kK =
2% p+1vek =2%p+1ise ayn zamanda k = 2 * pu olur. Sonug olarak
sonsuz kiimeler anlamli bicimde tek ve cift olarak simflandirilamazlar. [

Problem 4.0.2 1. X bir sonsuz kime, k = §X ve p, 1 < p < kK
kosulunu saglayan herhangi bir cokluk sayist olmak tizere X kiime-
sinin bir P parcalaniginin her A € P icin §A = u olacak bigimde
bulunabilecefini gosterinizt

2. 81X > 2 ise sabit noktasy olmayan f : X = X tameslemelerinin
varliginy kanitlayinaz.

3. 5(X\A) > 2 kosulunu saglayan her A C X altkimesi i¢in sabit nok-
talarinan kiimesi A olan bir f : X — X tameslemesinin oldugunu
kanatlayinaz.

LOzellikle her sonsuz kiimenin her bir parcas: iki 6geli olan bir parcalams: vardir. Simdi bu
basit gercegi bile, kiimeler kuramindan bildigimiz siradan bilgilerle kanitlayamayiz.
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1. g(ux X) = pxk = Kk oldugundan bir f : ux X = X tameslemesi vardir.
Her z € X i¢in A, = f[u x {z}] alirsak P := {A, |z € X} pargalams
isimizi goriir.

2. n = hX > 2 sonlu ise X kiimesinin o6gelerini x,...,x,_1 olarak
siralayabiliriz. Bu durumda x; ~> x;41(i = 0,...,n — 2) ve z,_1 ~
ile tanimlanan f : X — X bir tameslemedir ve sabit noktasi1 yoktur.

Simdi x := X > Ny olsun.

Birinci Cozim: k + k = k oldugundan bir ¥ : k x {0} Uk x {1} = X
tameslemesi vardir. Y := ¢[k x {0}] ve Z := [k x {1}] olsun. X =Y U Z
vetY =4Z=k.dg:Y2Zvedh:Z2Y. f:=gUh:X 2 X sabit
noktasi olmayan bir tameslemedir. h = g~! alabilirsiniz.

Tkinci Coztim: n > 2 bir dogal say1 olmak tizere X kiimesinin herbir A
parcasimin giicii n olan bir P pargalanigin1 alahm.Her A € P igin f4: A =
A sabit noktasi olmayan bir tamegleme olmak iizere

f= UfA:X—>X

AcP

sabit noktasi olmayan bir tameglemedir.

Uciineti Cozim: v = 71X olmak tizere X kiimesini (2¢)e<r olarak iyi
siralayalim. Bir f : X — X donglimiinii g6yle tanimlayalim. Her n € N i¢in
f(2n) :=2n+1ve f(2n+1) := 2n olsun. Biz her w < o < K sayisinin tek bir
bigimde bir A < & limit sira sayis1 ve bir m dogal sayis1 ile a = A+ m olarak
yazilabilecegini biliyoruz. Dolayisiyla [w, k) araliginda da f fonksiyonu her
A < k limit sira sayis1 ve her n dogal sayisi i¢in f(A+2n) :=A+2n+1 ve
f(A+2n+1) := A+ 2n olarak agiklansin. Elbette f : X — X sabit noktasi
olmayan bir tamesglemedir.

3. A C X ve g(X\A) > 2 ise (1)’den dolay: sabit noktas1 olmayan bir
g: X\A = X\A tameglemesi vardur.

f@) = { g(z) ,xeX\A

x ,r €A

fonksiyonu sabit noktalarinin kiimesi A olan bir f : X &= X tameslemesidir.

g

Problem 4.0.3 < ile kismi siralanmas sonsuz bir X kiimesi verildiginde bu
kiimenin aynt < bagintisina gore baglantily, ya da mutlak baglantisiz olan
sonsuz bir altkimesinin oldugunu gésteriniz (fstenen sonsuz bir Y C X
altkimesi, oyle kiVa,beY (a <bVb<a) veyaVa,b €Y (a £bAbL a)).
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[X]? kiimesini

Py :={{z,y} € [X]}|z <yVy<z} ve
Pri={{z,y} € XP |z £y Ay £}

olarak iki pargaya aywralim. (2.17.19) Ramsey Teoremi'nden dolay1 sonsuz
bir Y C X kiimesi [Y]? C Py V [Y]? C P olacak bicimde vardir. Boyle bir
Y igimizi goriir. [

Problem 4.0.4 Bos olmayan kiimelerin herhangi bir sonsuz A ailesi veril-

diginde bu ailenin sonsuz bir B alt ailesi ya B ayrik ya da birbirinden farkl
herhangi ki x,y € B i¢in daima x Ny # O olacak bigimde bulunabilir.

[A]? kiimesini

Py = {{z,y} € [A" |z Ny =0} ve
P = {{z,y} € [A?|zny # 0}

olarak iki ayrik pargaya bélelim. Ramsey Teoremine gére [B]? C Py veya
[B]? C Py olacak bigimde sonsuz bir B C A vardir. [J

Problem 4.0.5 Sayilabilir sonsuz X kiimesinin sonsuz altkimelerinden
olugan sayilamaz ¢oklukta neredeyse ayrik bir A C P(X) ailesinin varligin
kanitlayiniz (Sierpinski [54] ).

Bu onermeyi herhangi bir sayilabilir sonsuz kiime icin kanitlamak yeter-
lidir.

Birinci Qozim: X = | "2 i¢in (2.15.20) ile

nw

1X =) 2" =Rg*sup2” = NgxNg =g

n<w n<w

oldugundan P(X)’te istenilen tiirden bir A ailesi bulmak yeterlidir. a € "2
ve x € Y2 dgelerini a = (ag)p<n Ve T = (Tn)n<w gosterimleriyle alalim. Bir
f 92— P(X) fonksiyonunu z = (zy,)n<y i¢in

f(@) = A{(@p)ren [0 < w}

olarak tammlayalim. Once f fonksiyonunun birebir oldugunu gorelim. Ger-
¢ekten de x,y € “2 ve & # y ise

M:={mewl|zy #yn} #0.

Im* :=min M ve () k<m=+1 € f(2), ancak (zx)k<m=+1 ¢ f(y), dolayisiyla
f(x) # f(y) ve f birebirdir. ¥2 = ¢ oldugundan B := resf C P(X)
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ailesinin giicli de ¢’dir. Geriye B ailesinin neredeyse ayrik oldugunu gormek
kaliyor. Ancak z,y ve m* az dnceki gibi olmak tizere

f@)n fy) = {(@r)k<n [0 <m™}

acikca sonludur.

Ikinci Coziim. Problemi X = N icin ¢ozmek yeterlidir. I = [0,1] C
R, I, :=INQ olsun. I, sayilabilir, bu nedenle 6gelerini rg, r1, 72, . .. olarak,
m # n i¢in ry, # 7, olacak bigimde numaralayabiliriz. I,. kiimesi I’da yogun
oldugundan her t € I igin I, kiimesinde 6geleri birbirinden farkl olan bir
(tn)n<w dizisi limt, =t olacak bigimde bulunabilir. Simdi

Nt :={n € N| Iy, (tm =10)}

olsun. Tamim geregi her N; sayilabilir sonsuzdur. B := {N¢|t € I} ailesi
neredeyse ayriktir. Gergekten de t,t' € I vet # t' iselimt, =t velimt,, = ¢/
oldugundan ancak sonlu sayida m igin ¢,, = ¢/, olabilir. Bu nedenle N; NNy
sonludur. Ayrica kendileri sayilabilir sonsuz ancak arakesitleri sonlu oldugu
icinse Ny # Ny Bu nedenle B ailesi sayilamaz ¢oklukta bir ailedir. [J

Problem 4.0.6 « herhangi bir sonsuz ¢okluk sayisi, I ise giicti < k olan bir
kime, {X;}icr ise her bir X; kiimesinin giictinin yine k oldugu bir kimeler
ailesi olsun. Her bir i € I i¢in gucu yine k olan Y; C X; altkimelerinin
{Yi}ier ayrik olacak bigimde bulunabilecegini gosteriniz.

Coztime gegmeden Once Onermenin giicini hissetmek icin bir 6zel du-
rumu biraz diigiinmekte yarar var. Ornegin R? uzayimiz alahm. Uzayimizin
sonlu veya sayilabilir sonsuz altkiimelerinin kiimesi S, dogrularinin kiimesi
L ve diizlemlerinin kiimesi ise D olsun. Bu ii¢ kiimenin giicleri uzayimizin
glicline esitir, dd. ¢’dir. Damga kiimemiz [ := SU L U D ve her ¢ € [ i¢in
X; = R3\i olsun. Boylece elde ettigimiz {X;};cs ailesi k = ¢ ile Snermemi-
zin kosullarin saglar. Onermenin istedigi tiirden ayrik {Y;};c; ailesini bul-
may1 deneyelim. Coziim ararken biiyiik bir olasilikla R? uzayimizin geomet-
risinden yararlanmaya caligsacagiz. Yine de isimiz kolay gibi goriinmiiyor.
Bizim sorumuzda soz konusu kiimelerin hi¢ bir yapisal ozellikleri veril-
memigtir.

X = {X,}ier ailesinin 6gelerini her bir X; tam k kez gegecek bicimde
¢ < Kk olmak {izere

Xo,Xl,XQ,...,Xg,... (£<I€)

olarak dizelim; bunu yapabilecegimizi 6rnek 2.15.15’de 6grendik. Simdi tek-
rarl segmeyle bir (z4)q<, dizisi tammlayacagiz. zo 6gesini X kiimesinden
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rastgele secelim. Simdi a < & olsun ve her 8 < « i¢in g secilmis olsun.
168 < k oldugundan X, \{zg|f < a} # 0 ve biz z, 6gesini bu kiimeden
seciyoruz. Tanim geregi < a < k i¢in daima xg # 4. Y; = {zo | za € X;}
olsun. Tamm geregi {Y;};c; ayriktir, ayrica her ¢ € [ i¢in Y; C X;. Diger
yandan her bir X; kiimesi (X¢)¢<, dizimizde tam & kez gectiginden 1Y; = k.
O

Not: k herhangi bir sonsuz ¢okluk sayisi, X glicii £ olan herhangi bir kiime
ve I = k olmak iizere her § € k i¢in X¢ = X alalim. O zaman 6nermemiz bu X
kiimesini her birinin giicii K olan Kk ayrik parcaya ayirabilecegimizi sdyler.

Problem 4.0.7 V sonsuz boyutlu bir vektor uzayr, dimV =k ve 1 < pu <
K olsun.

1. Birebir ancak orten olmayan dogrusal f : V. — V donisimlerinin
varliginy kanitlayinaz.

2. Cekirdeginin boyutu p olan dérten dogrusal f : V. — V' dontisim-
lerinin varligimy kanstlayiniz. Bu dogrusal dontstimler elbette drten
ancak birebir degillerdir.

3. Bir vektor uzayinin sonsuz boyutlu olmast i¢in gerek ve yeter kosul bu
vektor uzayimn bir 6z alt vektor uzayyla esyapil olmasidir, kanitla-
YInaz.

B uzayimizin bir bazi olsun. Her z € V' vektorii tek bicimde z =
> ten Ab(2)b olarak yazlabilir. Burada A, € K ve sonlu sayida A\y(z) # 0.
Daha yalin olarak = = Y% \y(2)b yazalm.

1. B kiimesinin giicii yine « olan bir C' dz altkiimesini alalim. 3f :
B 2 (. Bu fonksiyonu V uzayimiza dogrusal genigletelim, dd. her x =
STEN(x)b igin f(x) = 2% N\p(x) f(b) olarak agiklansin. f birebirdir, an-
cak orten degildir. W ile B\C nin gerdigi alt vektor uzayim gosterirsek
resf N (W\{0}) = 0.

2. i+ k = Kk oldugundan B kiimesini §C = p ve 1D = & olacak bi¢imde
iki ayrik parcaya bolebiliriz. 3¢ : D = B. Her z € C i¢in ¢(x) := 0 olarak
tanimlayarak elde ettigimiz ¢ : B — B dontsimunii dogrusal olarak
uzayimiza genisletelim,dd.

0 (Z Ab(@b) = Mp(@)e(b)

olarak aciklansin. Bu dogrusal doniigiim oOrtendir ve cekirdegi p boyutlu
(C) alt vektor uzayidir.
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3. Bu Onerme ile sonsuz kiimeleri belirleyen (2.6.11)2. arasindaki ben-
zerlik apacik ortadadir. V' vektor uzayimiz ve B onun bir baz olsun. Her
f:V — V dogrusal doniistim f|B ile belirlenmistir.

(a) B sonsuz bir kiime olsun. B kiimesinin kendisiyle esgiiclii bir C
ozaltkiimesini alalim ve W = (C') ise onun gerdigi 6z alt vektor uzay olsun.
Herhangi bir ¢ : B & C' tameslemesi bir f : V' — W dogrusal doniigiime
genisletildiginde bunun bir egyapi doniisiimii oldugu apaciktir.

(b) V vektor uzayr sonlu boyutlu ise higbir 6z alt vektor uzayi ile egyapili
olamayacagini Dogrusal Cebir derslerinde 6greniyoruz. Yine de kanitlaya-
lim: B uzayimzin bir baz1 W C V bir 6z alt vektor uzayr ve f : V=W
bir egyapr doniigiimii olsun. n := dimV ve m := dim W olsun. C := f[B]
elbette W uzaymmizin bir bazidir. n = §B, m = tC ve f|[B : B = C
tamesgleme oldugundan n «~ m, bu ise ancak n = m ile dogrudur, dolayisiyla
W 0z alt vektor uzay: olamaz. UJ

Problem 4.0.8 Her toplamsal f : R — R fonksiyonun Q dogrusal oldugu-
nu kanitlayimiz.

Her x € R ve her ¢ € Q igin f(gz) = ¢f(x) oldugunu kamtlayacagz.
f(0) = f(04+0) = f(0) + f(0) oldugundan f(0) = 0. Toplamsalliktan
f(2z) = 2f(x). Bundan da yararlanarak tiimevarimla kolyayca her x € R
ve her n € N i¢in f(nz) = nf(z) oldugu goriiliir. Her x € R igin

0= f(0)=f(—z+2z)= f(-z)+ f(x)

esitliginden f(—xz) = —f(z) elde edilir. Artik her x € R ve her m € Z igin
f(mx) = mf(z) oldugunu kolayca gorebiliriz. Her 0 # n € N i¢in

nf() = f(nw) = f()
bagintisindan
1 1
fCa) = f()
elde edilir. Her ¢ € Q sayis1 n > 0 olmak iizere m,n € Z ile ¢ = 7+ olarak

yazilabildiginden

Vg € QW € R f(gr) = f(m- o) =mf(-a) =mf(x) = 4f (z).0

Problem 4.0.9 f:R — R fonksiyonu Q dogrusal ve siirekli ise R dogru-
sal oldugunu ve tek olarak belirli bir a € R ile her x € R i¢in f(x) = ax
oldugunu kanatlayiniz.
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r,xz € R keyfi verilsinler. Q'da bir (gn), oy dizisini r = limg, olacak
bicimde secelim. f fonksiyonunun ve R’deki carpmanin stirekliliginden

f(rz) = f(limg,x) = lim f(gnz) = lim g, f(x) = rf(x)

elde edilir. Burada birinci ve sonuncu esitlikte carpmanin siirekliligi, ikin-
ci esitlikte f fonksiyonun siirekliligi, iigiincii esitlikte ise f fonksiyonunun
Q dogrusalligr kullanilmigtir. Béylece f fonksiyonu R dogrusaldir. {1}, R
uzayimizin R {izerinden bir bazi oldugundan her f : R — R dogrusal
doniigiimii @ := f(1) degeri ile tek olarak belirlidir. Her z € R igin

f(@) = f(z1) =2 f(1) = va = ax
olur. [J

Problem 4.0.10 dimRg = ¢, tHomr(R,R) = ¢ ve fHomg(R,R) =!2°
oldugunu gosteriniz.

Bunlarm ilki 6rnek 2.15.23’t{r; digerleri 6rnek 2.15.22’den gikar.

dimRg = ¢ oldugunu soyle de gorebiliriz: B C R herhangi bir altkiime
olmak iizere (B)q sayilabilir bir F fonksiyon ailesinin etkisi altinda B kiime-
sinin kapamsidir. F ailesi + : R?> — R((x,y) ~ = + y) toplam fonksiyonu
ve her ¢ € Q i¢in f; : R — R(z ~» ¢x) fonksiyonlarindan olusur. Simdi B
bir baz olacaksa Problem 4.0.39’dan

¢c=IR=((B)g <B+Ny<c+Ng=c= B =c¢
elde edilir. (J

Problem 4.0.11 Toplamsal ancak siirekli olmayan f : R — R fonksi-
yonlarinim varlhiging kanitlayiniz.

Birinei Coziim: Ornek 2.15.24.

Ikinci Cozim: 7 ¢ Q oldugundan {1, 7} kiimesi Q dogrusal bagimsizdir.
Bu kiimeyi bir H Hamel bazina tamamlayalim. Simdi f(1) := , f(7) :=
1 ve her h € H\{l,7} i¢in f(h) := h fonksiyonunu @Q dogrusal olarak
R uzayimiza genisletelim. Bizim fonksiyonumuz siirekli olsaydi Problem
4.0.10’da gosterildigi gibi her € R igin f(z) = 7z olmalydi ki bu bizi
1 = f(r) = n? celigkisine gotiiriir. Tanimladigimiz bu siireksiz toplamsal
fonksiyonun bir tamesgleme oldugunu ayrica belirtelim.

Uciinet Coziim: Bir H Hamel bazi ve bir h € H secelim. Problem 4.0.7’de
oldugu gibi g¢ekirdegi (h) = Qh olan drten bir Q dogrusal f : R — R
alalm. Simdi b € R keyfi verilsin. f Orten oldugundan f(a) = b olcak
bicimde bir a € R vardir. f toplamsal ve ¢ekirdegi Qh oldugundan b degerini
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aldig1 noktalarin kiimesi 4; := a+Q~h kiimesidir. Ay, kiimesi R’de yogundur.
Bu demektir ki fonksiyonumuz bostan farkli her acik aralikta her degeri alir
hem de her degeri Rg kez alir. Boyle bir fonksiyon, kolayca bulabileceginiz
degisik nedenlerle siirekli olamaz! (J

Problem 4.0.12 Toplamsal ancak strekli olmayan f : R — R fonksi-
yonlarinin kimesinin ¢okluk sayisimin 12° oldugunu gdsteriniz.

Birinci Coziim: Ornek 2.15.24.

Ikinci Coziim: B C R bir Hamel baz1 olsun. §B = ¢ oldugundan (2.17.10)
ile B kiimesinin giicii ¢ olan 6z alltkiimelerinin kiimesi olan [B]¢ kiimesinin
giicii 129dir. Her C' € [B]¢ i¢in bir fo : C & B tameslemesi alahm. Her x €
B\C igise fo(z) := 0 olarak agiklayalim. Bu f¢ fonksiyonunu Q-dogrusal
olarak R uzayma genisletirsek cekirdegi (B\C)g, olan érten ve dogrusal bir
gc : R — R dongtimii elde ederiz. Bir onceki problemin tigiincii ¢oziimiinde
oldugu gibi gc fonksiyonu Q-dogrusal, ancak siirekli degildir. Oyleyse en
az 12° tane siireksiz Q-dogrusal go fonksiyonumuz var. Diger yandan R’den
R’ye tiim fonksiyonlar zaten !c¢¢ =12€tanedir. Isimiz biter. O

Problem 4.0.13 Orta nokta disbikey fonksiyonlarin disbikey, dolaysiyla
surekly olmast gerekmedigini kanitlayiniz.

f R — R siirekli olmayan @ dogrusal bir fonksiyon olsun.

1

PG +) = L) + )

oldugundan f orta nokta digbiikeydir. Ancak bu fonksiyon digbiikey olamaz,
aksi halde siirekli olmas1 gerekirdi?. OJ

Problem 4.0.14 (Vietoris [58]). C,S : R — R olmak tzere
1. C(z+y) = C(x)C(y) — S(x)S(y)
2. S(xz +y) = 5(x)C(y) + C(x)S(y)
denklem sisteminin tum cozimlerini bulunuz.

Bu denklem sistemini Hamel baz kullanarak J.G. van der Corput [18])’de
¢Ozmigtiir. Daha sonra farkli matematikciler ayni1 problem igin ¢oziimler
sunmuslardir. Biz bunlardan Vietoris’in ¢oziimiinii verecegiz.

2Bir f : R — R fonksiyonunun orta nokta digbiikey ve siirekli ise dig biikey oldugu analiz
derslerinde ya kanitlanir ya da problem olarak sorulur.
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Once C, S, (1),(2) denklem sisteminin ¢oziimleri iseler
A:=C+iS
ile tanimlanan A : R — C fonksiyonunun
(3) Vz,y e R A(z +y) = A(x)A(y)

denklemini sagladigy goriiliir. Tersine A : R — C fonksiyonu (3) denkle-
minin bir ¢bziimii, C' := Re A ve S := Im A ise C, S fonksiyonlar1 (1),(2)
denklem sisteminin ¢oziimleridirler. Oyleyse (3) denkleminin tiim ¢oziimle-
rini arayacagiz.

A(0) = A0+ 0) = A(0)A(0)’dan A(0) = 0 veya A(0) = 1 elde edilir.
A(0) = 0 ise her z € R igin A(x) = A(z + 0) = A(x)A(0) = 0 olur ve bu
bizi (3) denkleminin A = 0 agikar ¢oziimiine gotiiriir.

Simdi A(0) = 1 olsun. Her z € Rigin 1 = A(0) = A(x —z) = A(x)A(—x)
bagmtisindan A(z) # 0 veA(—x) = (A(x))~! elde edilir.

r(z) = |A(x)| ve E(z) := A(x)/r(zx)
olmak tizere
(4) A(z) =r(zx)E(x), r(z) = |A(z)| >0 ve |E(z)| =1
olarak yazabiliriz. (3) ve (4)’ten
(5) r:R— (0,+00) ve Vz,y € R r(x +y) = r(z)r(y) ve
(6) E:R—C, Vz,y e R E(x+y) = E(x)E(y), |E(z)| = 1.

elde edilir. (3) denkleminin her ¢oziimii igin (4),(5),(6) saglanir. Tersine,
(4),(5),(6) saglandiginda A fonksiyonu (3) denkleminin bir ¢6ztimiidiir. Prob-
lemi (5) ve (6) denklemlerinin ¢éziimiine indirgemis olduk.

Once (5) denklemini ¢ozelim. Her € R icin tek olarak belirli bir u(z) €

R sayisi
r(z) =: et

olacak bigimde vardir. Yine (5)’ten dolay: her x,y € R igin
u(z +y) = u(x) + u(y)

olur. Dolayisiyla v € Homg(R,R). Tersine, her v € Homg(R,R) icin
r(z) = e“®) fonksiyonu (5) denkleminin bir ¢éziimiidiir.

Son olarak (6) denkleminin ¢oztimlerini bulalim. Bir ¢(x) € R ile E(z) =:
e?(®) olacagmdan (6)’dan

o(r+y)=¢(x) +p(y) (mod2n)
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denklemi elde edilir ve bu denklemin ¢6ziimii aranir. Bu denklemin Cor-
put tarafindan verilen c¢oziimleri kullanilabilir. Biz burada bagka bir yol
izleyecegiz.

H bir Hamel bazi olsun. Her seyden 6nce (6)’dan sonlu sayida x1, ..., z,
icin

(7) Exi+- -4z, =E(z1)----- E(xy)

elde edilir. Her = € R tek bicimde «aq,...,a, € H ve rq,...,r, € Q olmak
iizere x = riay + +rpay olarak yazilabileceginden

(8) E(z) = E(ria1 + +rpan) = E(riaq) - E(rpon)

olur. Bu nedenle E fonksiyonunu bilmek igin her a« € H ve her r € Q i¢in
E(ra) degerini bilmek yeterlidir ve bilindigi gibi bunlar asagidaki kogullari
saglarlar:

(9) Ya € HVr,s € QE(ra+ sa) = E(ra)E(sa) ve |E(ra)| = 1.

Tersine QH = {ra|r € Q AN a € H} kiimesinde agiklanmig, (9) denk-
lemini saglayan herhangi bir £ fonksiyonu (8) denklemi ile tiim R uzayina
genigletilirse bize (6). denklemin bir ¢6ziimiinii verir. Gercekten de E fonk-
siyonu (9) denklemini saglasin ve (8) ile R’ye genisletilsin. z, 2’ € R keyfi
verildiginde, gerekirse 0 katsayilar1 da katarak bu iki 6ge

n n

T = Zmai, = Zréai, ri,7i € Q, a; € H, I=1,...,n

i=1 i=1

olarak yazilabilir. Bu durumda
Bla+a') = B(S (i + o) & T, B((ry +ra)

T, Blriad) E(rios) = [Ty Elrios) [T, E(rias) = E(x)E().

Boylece (6) denkleminin ¢oziimiinii (9) denkleminin ¢éziimiine indirgemis
olduk. Herhangi bir 0 # « € R gercek sayis1 H bazimizin 6gesi ve || = 1
kogulunu saglayan herhangi bir 5 € C karmagik sayisi1 igin E(«) = 8 ola-
bilir. S :={z € C||z| = 1} birim gember olmak iizere, problemi simdi su
sekle indirgemis oluruz: o € R ve 8 € C sayilar1 o # 0 ve |3| = 1 olacak
bicimde keyfi verildiklerinde asagidaki kosullar: saglayan tiim E fonksiyon-
larini bulunuz:

(6)" E:Qa— S, E(a) = veVr,s € QE(ra+ sa) = E(ra)E(sa).

6)* denkleminin ¢oziimlerini bulalim. Timevarimla her m € N igin
E(ma) = ™ ve buradan her m,n € N ve n # 0 i¢in

E("a) = 8%

n
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oldugu goriiliir. Ancak C’de 2™ = ™ denkleminin tam n farkl ¢6ztimi oldu-
gunu biliyoruz. Amacimiza uygun bir gosterim sececegiz.

Once basit bir tiimevarim isi olarak asagidaki gercegi 6dev olarak biraka-
lim: 0,1,...,n! — 1 dogal sayilar tek bir bigimde

i+ 2%+ 4 (= Dy 1, kj=0,1,...,5; j=1,2,...,n—1

olarak yazilabilirler.
Bir v € R sayisiyla ¢/ = . Simdi her n € N* icin 31, B2, ... karmasik
sayilarini

B = B ve Bl = Bn_1, dolaywsiyla B = 8,

olacak bicimde sececegiz. Bu secim
27
wn =y 4 (k1 4 2k 4 - (=) K1)

olmak tlizere

2ol
Bn = eﬁw"

seklinde olacaktir. Burada k; sayisimin 0,1,...,7 degerlerinden herhangi
birini alabilecegini son bir kez belirtelim. Simdi her m € Z tam sayisi igin

B(a) = 67

olarak acikliyoruz. Boylece E(ra) tiim r € Q i¢in agiklanmig olur. r, s € Q
herhangi iki rasyonel say1 ise n € N* dogal sayisi1 ve R, S € Z tam sayilar1

r= % ve S = % olacak bicimde bulunabilirler. Boylece

R+ S
n!

E(ra + sa) = E( a) = B8 = BBy = E(ra)E(sa)
olur ve tanimladigimiz fonksiyon gercekten (6)*'nin bir ¢éziimiidiir. Ancak
daha once yaptigimiz irdelemeden de ¢oziimlerin yalnizca bunlar olacag:

asikardir. O

Problem 4.0.15 Bir dnceki problemde sorulan denklem sisteminin tim
stirekli ¢ozimlerini bulunuz.

Tiim gosterimler bir 6nceki problem ve ¢oztimiindeki gibi olsunlar. A =
C + iS fonksiyonunun stirekli olmasi i¢in gvyk. C' ve S fonksiyonlarinin
siirekli olmasidir. Diger yandan A(z) = r(z)E(z) = e“® E(z) fonksiyo-
nunun siirekli olmasi i¢in gvyk. u ve E fonksiyonlarinin stirekli olmasidir.
u € Homg(R, R) fonksiyonun siirekli olmas igin gvyk. bir a € Rile u(z) =
az olmasidir, bunu (4.0.9)’da 6grendik.
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Gelelim F : R — S fonksiyonuna! E stirekli olacaksa bu fonksiyonu o # 0
olmak iizere Qa’da bilmek yeterlidir. Demek ki bir 6nceki ¢oziindeki (6)*
denkleminin ¢oziimlerini mercek altma almak yeterlidir. O ¢oziimlerde k;
dogal sayilarini 0,1, ..., 7 sayilar1 arasindan secerek w, sayilar1 yardimiyla
Br sayilarimi tammlamigtik. Fakat k; sayilarimin se¢iminde birbirini diglayan
iki durum vardair.

(I) Her j > [ icin k;j = 0 ve kj—1 # 0 olacak bicimde bir I dogal sayisi
vardir. Bu durumda kolayca goriilecegi gibi her n igin

aw,  aw awn awy

i~ = —(mod 2m), dolaywsiyla 5, = e n" = e™!
n! n!

olur. Bunun sonucu ise her r» € Q icin

R .
B(ra) = E(jja) = = ¢

olur. Buradansa F fonksiyonunun Qo kiimesinde g(x) = ¢*'* fonksiyonuyla
ortiistiiginii goriiyoruz. F stirekli bir ¢oziim olacaksa elbette her z € R icin
E(x) = ™I olacaktir.

(IT) Sonsuz goklukta j icin k; # 0. Yeterince biiyiikk n ic¢in kp—1 # 0
ise B, 82, ..., 87 ! sayilarinin tiimii birim ¢ember iizerinde ayn1 dortliikte
bulunmazlar. Bunun bir sonucu sudur: E(77a) = ;" oldugundan n — +o0
i¢in bir yandan “jo — 0, diger yandan E(77a) degerlerinin birden fazla
yigilma noktas1 vardir. F : Qo — S fonksiyonu = = 0 noktasinda stirekli
degildir ve R’de tanimh siirekli bir fonksiyona genisletilmesi s6z konusu
degildir.

wy sayis1 herhangi bir gercek say1 olabileceginden denklem sistemimiz igin
stirekli A fonksiyonlar1 a,w € R herhangi iki gercek say1 olmak tizere A(z) =
e @t fonksiyonlaridir. Boylece denklem sistemimizin siirekli ¢oziimleri
tami tamina

C(z) = e* coswz, S(x)=e"sinwz, (a,w € R)
fonksiyonlaridir3. [J

Problem 4.0.16 « herhangi bir sira sayist ve (Ag¢)e<q ise R™ uzayimizin
agrk (kapaly) altkimelerinin kesin genisleyen (daralan) bir dizisi olsun. o ’'nin
saylabilir oldugunu kanitlayiniz (Cantor).

3Denklem sistemimizin !2¢ tane siireksiz ¢oziimii var. Bir ¢oziimiin sdirekli olmasini is-
tedigimizde kendiliginden analitik oldugunu gordiik. Benzeri bir durumla f(z +y) = f(x) + f(y)
denkleminin f: R — R ¢oziimlerinde karsilastik. Bu olguyla, d.d. bir denklemin ¢6ziimlerinin bir
p 6zelligine sahip olmasi istendiginde kendiliginden ¢ok daha giicli ¢ 6zelliklerine sahip olmasiyla,
basgka yerlerde de karsilagiriz.
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(3.3.5)’te kamtlandi. O

Problem 4.0.17 Bir a sira sayisinin sayilabilir olmasinin < gercek sayilar
arasindaki dogal siralamayr gostermek tizere o = (S, <) olacak bigimde bir
S C R altkimesinin bulunmaswyla es anlaml oldugunu kanitlayiniz (Can-
tor).

Not 3.3.6’da kanitlandi. [J
Problem 4.0.18 R"’deki her kusursuz altkimenin gici ¢’dir (Cantor).
(3.3.10)’da kanitlandi. O

Problem 4.0.19 R"’deki her kapalr ve sayilamaz kiime bir kusursuz kiime
ve bir saylabilir kiimenin ayrik birlesimi olarak yazilabilir. R™ ’deki her ka-
paly kimenin giici < Ng veya = ¢’dir (Cantor).

(3.3.8) ve (3.3.10)’da kanitlandi. OJ
Problem 4.0.20 R"’deki Borel kiimelerinin B" kiimesinin gici c¢’dir.
(3.6.10)’da kamitlandi. OJ

Problem 4.0.21 C C R Cantor kiimesi ve I := R\Q irrasyonel saylarin
kiimesi olmak tizere her 1 < u < Vg i¢cin C o oge 1 2 H oldugunu
gosteriniz.

Not 3.2.10’da kamtland:. OO

Problem 4.0.22 Her X # () topolojik uzayr ve her sonsuz k ¢okluk sayist
icin X topolojik uzaywmn bir Y topolojik uzayina, her 1 < p < K ic¢in

Y2 Y olacak bicimde gomailebilecegini gosteriniz.

Y := X" olsun. X uzaymin Y uzayma nasil gomiilebilecegini (II1.1)’de
belirtmistik. Kalan (3.1.2)’den ¢ikar. OJ

Problem 4.0.23

R? dijzleminin z-eksenine kosut her dogruyla arakesiti bu dojruda
yogun bir kimeden, y-eksenine kosut her dogru ile arakesiti ise tek
noktadan olusan altkimelerinin varligint kanatlayiniz.

w < p<cise hery € R degerini tam p kez alan Q-dogrusal ¢ : R —
R donustimlerinin varhgine kanitlayiniz.
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1. Aradigimiz kiimeler ashinda bazi f : R — R fonksiyonlaridir, dd.
aligilmig s6zlerle boyle f fonksiyonlarin graflaridirlar.

Birinci ('ozim: f : R — R fonksiyonu Problem 4.0.11’nin iigiincii ¢6-
ziimiinde verilen o6rten ancak siirekli olmayan toplamsal fonksiyon olsun.
igimizi gorir.

Ikinci Cozim®: Ornek 2.15.18’de verdigimiz ¢oziim.

Ugiineii Cozim: Aradigimiz tiirden bir kiimeyi sonludtesi tanimlamayla
kuracagiz. Olusturacagimiz kiimeye A diyelim. Her x,y € R igin

A(z,0) :={y e R|(z,y) € A} ve A(e,y) :={z € R|(z,y) € A}

olsun. Biz her A(z,e) kiimesinin tek 6geli, her A(e,y) kiimesinin ise R’de
yogun olmasini istiyoruz. Son kogul ise a,b gercek sayilar1 a < b olmak
tizere nasil verilirlerse verilsinler A(e,y)N(a,b) # 0, dd. AN(a,b) x{y} #0
olmasi demektir. Demek ki

7 :={(a,b) x {y}|a,b,y € RAa < b}

olmak {izere ikinci kogulumuz her I € 7 igin I N A # () olmasi demektir.
Bu araliklarin giiciiniin ¢ oldugu apaciktir. Bir f : ¢ & Z tameglemesiyle
7 araliklar kiimemizi (/¢)e<. olarak iyi swralayalim. Simdi igimiz bellidir:
Her I¢ araligidan bir (x¢,ye) noktasim sececegiz ve bu arada £ # & igin
x¢ # ¢ olmasim gozetecegiz. Bu durumda ikinci kosul tam olarak saglanir,
ancak heniiz R = {z¢ |{ < ¢} olmasi gerekmez. Bunu gidermek son derece
kolaydar.

¢ < ¢ olsun ve her n < ¢ icin (x, yy) se¢ilmig olsun. z, (n < &) nokta-
larindan gecen y-eksenine kosut dogrularin kiimesi

De = J{ay} xR

n<§

ise, acikca f(Z¢ N Dg¢) < h€ < c oldugundan, I\ D¢ # 0. Simdi (x¢, ye) olarak
I\ D¢ kiimesinin herhangi bir 6gesini secelim. Bu se¢imden dolay1 £ # ¢’
i¢in z¢ # we saglanmugtir. Simdi Ag == {(x¢, ye) | £ < ¢} olsun. Her Ag(e,y)
kiimesi R’de yogundur. Her Ag(x,e) kiimesi tek 6geli veya bog kiimedir.
Simdi

A:=AgU{(z,0)]| Ag(x,e) =0}
olarak tanimlarsak bu kiime istenen tiim oOzellikleri tasir.

2. B C R bir Hamel baz1 olsun. B kiimesini giigleri p ve ¢ olan M
ve C' gibi iki ayrik parcaya ayiralim. Defalarca yaptigimiz gibi cekirdegi

4Degerli dostum Kogak’in Eskigehir’de dersi dinliyormus gibi goriiniip probleme getirdigi
cozlim.
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(M)q olan bir Q-dogrusal ve érten ¢ : R — R tammlayalm. (2.15.22)'den
E(M)g = Roxpu = polur. y € R keyfi verilsin. ¢ orten olduugundna
¢(x) = y olacak bigimde bir x € R vardir. ¢ fonksiyonu y € R degerini
z + (M)q kiimesinde, dolayisiyla tam p kez alir [J

. Problem 4.0.24 R? diizleminin bu diizlemdeki her dogruyu tam iki nok-
tada kesen altkimelerinin varhgima kanitlayimiz (Mazurkiewicz, 1914). Bu
savn > 1 olmak tzere her R™’de de dogrudur.

Diizlemde tam ¢ ¢oklukta farkli dogru vardir; bunlar1 (Dg¢)e<, olarak iyi
siralayalim. ¢’de ¢ iizerinden tiimevarimla R? diizlemimizin Ag altkiimele-
rini agsagidaki kosullar1 saglayacak bicimde tamimlayacagiz:

(1) A¢ kiimesi en fazla iki 6ge igerir.

(2) U, <¢ An kiimesinde bir dogru iizerinde bulunan ii¢ nokta yoktur.

(3) U,<¢ Ay kiimesi D¢ dogrusunun tam iki noktasin igerir.

Bunlar saglandiginda A := U£ < A¢ kiimesi problemin istedigi tiirden bir
kiimedir. Oyleyse (1),(2),(3) saglanacak bicimde A¢ kiimelerini secebile-
cegimizi gostermek yeterlidir.

Simdi £ < ¢ olsun ve her 1 < £ icin i¢ kogulumuz saglanacak bicimde A4,
kiimelerimiz secilmis olsunlar. §§ < ¢ ve §A,, < 2 oldugundan B := Un e Ae
kiimesinin giicii < ¢’dir. Dolayisiyla B kiimesine ait iki noktadan gegen tiim
dogrularn Dp kiimesinin giicii de < §B? < ¢’dir. (2)’den dolay1 B N Dy en
fazla iki 6gelidir. Bu kiime iki 6geli ise A¢ = () secersek (1),(2),(3) saglamr.
BN Dy ikiden az 6ge igeriyorsa D¢ dogrusu her D € Dp dogrusunu en fazla
bir noktada keser. Bu durumda

h(DgﬂUDB> :n( U D£HD> <iDp < «.

DeDp

Simdi A¢ € D¢\ U Dp kiimesi BN D = () ise iki 6geli, BN Dy tek 6geli ise
bir 6geli olarak secilsin. Her {i¢ kosul da saglanir.

n > 2 i¢in de bu kanit kelimesi kelimesine degismeden gecerlidir. n =
1 igin zaten tek bir dogrumuz vardir ve iizerinde segecegimiz iki o6genin
olusturdugu kiime igimizi gortir. O

Problem 4.0.25 R? diizleminin ayrik cemberlerin birlesimi olarak yazla-
mayacagint kanitlayiniz.

Diizlemin ayrik cemberlerle doldurulabilecegini varsayalim ve bunlardan
herhangi bir C' cemberini seclim. Merkezi m yarigcap1 ise r olsun. Diizlemi
dolduran ayrik gemberlerimiz 6zellikle bu gemberin igini, dd. D = D(m,r) =
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{z||]z — m]| < r} agk dairesini doldururlar. Ayrik ¢emberlerimizden tek
olarak belirli bir C] ¢emberi m merkezinden geger. C'y ¢gemberinin merke-
zine m1, yaricapina r; dersek CNC; = 0 oldugundan r < 27 'r ve m; € D
olmak zorundadirlar. Ayni mantikla her n > 2 i¢in m,,_1’den gecen merkei
my, yarigapi r, olan ayrik C, gemberi segilir ve elbette |[m,11 — my| <
27 "=1p olur. Bu cemberler bir anlamda icice cemberler dizisi olustururlar.
Bir m* € D ile limm, = m* oldugunu goérmek kolaydir. Diizlemi dol-
durdugumuz ayrik gemberlerden bir tanesi, ona C’ diyelim, m* noktasindan
gecer. Ancak m* noktasindan gegen ve her C), cemberiyle ayrik olan bir
¢ember yoktur. [

Problem 4.0.26 R? wzayimuzin ayrik cemberlerin birlesimi olarak yazla-
bilecegini kanatlayinaz.

R? uzaymizin noktalarini (p¢)e<. olarak iyi siralayalim. Simdi uzayimiz
ayrik Ce¢, £ < ¢ cemberleriyle dolduracagimizi umuyoruz. Ana diigiincemiz
ozetle sudur. p; € Cp olacak bicimde herhangi bir Cy cemberi alirz. Bu
cember pg noktasi disinda ¢ kadar bagka pe noktalar: da icerir. Ikinci adimi
irdeleme ana fikir i¢in yeterlidir. p; ¢ Cy ise p; noktasimndan gecen ve Cjy
ile ayrik bir C7 ¢emberi sececegiz. Eger p; € Cy ise C olarak Cj ile ayrik
herhangi bir cemberle yolumuza devam edecegiz. Her iki durumda da hede-
fimiz p; € CyUC} ve son sectigimiz ¢emberin kendinden 6nce segilen(ler)le
ayrikligi olmustur. Demek ki hedefimiz C¢ ¢emberlerini

Kosegen pe € U, <¢ Oy =: B¢

Koruma CeNU, . Cy =10
olacak bi¢cimde secmektir. Eger her ¢ icin boyle bir C¢ ¢emberi secgebilirsek
gercekten de R3 = L¢< C¢ olur.

Simdi £ < ¢ olsun ve {Cy|n < &} cember ailesi her iki kogulu da
saglayacak bicimde secilmig olsunlar. B¢ := {J, ., Cy olsun. R3\B¢ # 0
oldugunu ve orada kogullarimiz saglanacak bicimde C¢ ¢emberini secebile-
cegimizi gorelim. L, uzayimizin herhangi bir dogrusu olsun. L dogrusu
herhangi bir ) cemberini en fazla iki noktada keseceginden ve f§ < ¢
oldugundan §(L N B<¢) < 2 %€ < ¢. Diger yandan §L = ¢’dir. Bu nedenle
B¢, L dogrusunu dolayisiyla uzayimizi dolduramaz.

Simdi pe ¢ B¢ ise p = pg, pe € B¢ ise p noktast R?\ B¢ kiimesin-
den keyfi secilsin. Simdi C¢ ¢emberini koruma kosulu saglanacak bigimde
secebilecegimizi gosterecegiz. p noktasindan gecen ¢ kadar diizlem varken
Cy (n < &) cemberlerinden herhangi birini igeren §§ < ¢ kadar diizlem
vardir. Bu nedenle p noktasindan gegen, ancak higbir C;, (7 < £) ¢emberini
icermeyen bir D diizlemi segebiliriz. Bu diizlem yine de bazi C}, cemberlerini
kesebilir; elbette en fazla iki noktada! Dolayisiyla (D N Beg) < 2 %€ <
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¢. D diizleminde p noktasindan gecen herhangi bir d dogrusu alalim. D
diizleminde p noktasinda d dogrusuna teget ¢ kadar cember vardir. Bu
cemberlerin tek ortak noktalari p noktasidir. Diger yandan D N B¢ kiime-
sinin giicii < ¢ oldugundan d diizleminde p noktasindan gecen D N B¢ ile
ayrik cemberler vardir. Bunlardan birini se¢ip ona C¢ dersek iki kogulumuz
da saglanir ve igimiz biter. [J

Problem 4.0.27 n > 2, A C R" bir bolge ve B C A sayilabilirse A\B de
bir bolgedir. A\B kiimesinin herhangi iki noktast bu kiimedeki sonlu sayida
cember parcalariyla birlestirilebilir. Kanatlayinaz.

Not 2.5.17’de kanitlandi. OJ

Problem 4.0.28 R? diizleminde her sonsuz A altkiimesinden sonsuz bir B
altkiimesinin izleyen kosul saglanacak bicimde segilebilecegini kanitlayiniz:
B kimesinden rastgele dort farkly a, b, c,d noktalary verildiginde a noktas:
b, ¢, d noktalarinin gerdigi A(b, ¢, d) tggeninin i¢inde degildir (Koepke).

A kiimesinin tiimii ayni1 dogru iizerinde olan bir sonsuz B altkiimesi varsa
bu kiime igimizi goriir. Bu durumda A°(b,¢,d) = 0 olur ve elbette a ¢
A°(b, e, d).

Simdi diizlemdeki her dogrunun A kiimesini en fazla sonlu noktada kestigi-
ni varsayalim. Onerme A kiimesinin sayilabilir sonsuz bir altkiimesi icin
kanitlanirsa elbette A igin de kanitlanmig olur. Bu nedenle gbk.:

(%) 1A = Vg ve her L dogrusu igin §(ANL) < w
alabiliriz. f : [A]* — 2 fonksiyonu

f(u) — 1 31’0,...,.’1)3 EU(ZUO € Ao(x17$27$3))
' 0 diger durumlarda

olarak aciklansi®. Ramsey Teoremi’nden dolay giicii Ry olan bir B C A alt-
kiimesi f|[B]* sabit olacak bicimde vardir. Bu sabit degerin zorunlu olarak
0 oldugunu kamitlayacagiz. Bu savi kanitlar. Tersini varsayahm: f|[B]* = 1
olsun. Simdi herhangi ticti bir dogru tizerinde olmayan xg,...,r4 € B nok-
talarl, u = {xo,...,z3} € [B]* i¢in f(u) =1 ve mg € A°(x1, 29, 73) olacak
bicimde segilsinler; bu () kogulundan dolayr miimkiindiir. Simdi diizlemde
kogeleri x1, 2, z3 olan bir licgen c¢izip icine herhangi bir yere zy noktasini
yerlestiriniz. x4 noktasini bu iiggenin kenarlarini uzatarak elde ettigimiz

5f(u) = 1 olmasi u kiimesindeki en az bir noktaninmn diger iigiiniin gerdigi iiggenin igine
diigmesi demektir.
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dogrular tizerinde olmamak koguluyla diizlemde nereye yerlestirirseniz yer-
lestirin daima x;,z; € {21, 22,23} noktalarmi f(xg,x;,xj,24) = 0 olacak
bigimde bulabilirsiniz. Bu ise f|[B]* = 1 ile celigir. Dolayisiyle f|[B]* =0
olmalidir. [J

Problem 4.0.29 R’de yogun ve giict ¢ olan birinci kategoriden altkimele-
rin varhgime kanstlayiniz.

C Cantor kiimesi olmak tizere X := C' U Q igimizi goriir. [J

Problem 4.0.30 Her sayilamaz ve kapals K C R"™ i¢cin AN K # () ve
AN K # 0 kosulunu saglayan A C R™ altkiimelerinin varhgine kanaitlayiniz

(Oztoby [48]).

R™de ¢ kadar kapali kiime vardir. Diger yandan kapali toplar1 géz oniine
alirsak R™’de tam ¢ tane sayllamaz kapal kiime vardir. Bunlar IC = (Ka)
olarak iyi siralayalim. Her K, kiimesini giicii ¢’dir (3.3.8). R™ kiimesini ise
< ile iyi siralayalim. Tekrarli tammlamayla (pa)a<c ve (ga)a<c dizilerini
tanimlayacagiz. Ky kiimesinin < siralamasina gore ilk iki 6gesi sirasiyla
Po, go olsunlar. a < ¢ ve her 3 < « icin pg, gg noktalar1 se¢ilmis olsunlar.

M = U {ps,as}

B<a

icin tM, = o + o < ¢+ ¢ = ¢ oldugundan H, := K,\M, kiimesinin
glci ¢’'dir. pa, go noktalar: bu sirada H,, kiimesinin < siralamasina gore ilk
iki 6gesi olsun. Simdi A := {p, | @ < ¢} kiimesi igimizi goriir; ¢linkii her «
icin po € ANK, ve g € A°N K. O

Problem 4.0.31 1. R™de, kapalr her altkimesi sayilabilir olan sayla-
maz bir A CR"™ kiimesinin varlgime kanitlayimaz.

2. R"’de, ne R™\ A ne de A’nin kusursuz bir altkime i¢ermedigi kiimele-
rin varhgim kanitlayimaz.

1. Bir onceki ¢oziimdeki A kiimesini aliniz.

2. Birinci (0zim. Her kusursuz kiimenin giicii ¢ oldugundan ayni A
kiimesi igimiz goriir.

2. Ikinci Coziim: Bir énceki problemin ¢Ozlimiinii bu kez K, kiimelerini
kusursuz kiimeler alarak tekrarlayarak elde ettigimiz kiimeye B dersek her
kusursuz kiime kismen B’nin, kismen de R™\ B’nin i¢ine diisecektir. [J

Problem 4.0.32 V bir K vektor uzay ise Iyi Siralama Aksiyomunu kulla-
narak V' vektor uzayinin bir bazinin varhgine kamtlayiniz. Ayrica bastan bir
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A CV dogrusal bagimsiz kiimesi verilirse A C B olmasinin saglanabilecegni
kanitlayinaz.

k := gV olmak tizere V kiimesinini V = (x4)q<s Olarak iyi siralayalim.
Tekrarli tanimlamayla bir B bazini tamimlayacagiz. zg # 0 ise xg € B,
zg = 0 ise 21 € B olsun. a < K ve her f < « i¢in xg vektoriiniin B
kiimesinde olup olmadigima karar verilmis olsun. V,, := ({zg| B < a}) icin
Ty € B <= x4 ¢V, olsun.

B bir bazdir. Tanim geregi her « igin ya o, € B ya da z, € V, C
(B) . Dolayisiyla V = (B) . Diger yandan B dogrusal bagimsiz bir kiimedir.
Gergektende S C B sonlu bir altkiime olmak iizere her xg € S icin Ag # 0
olmak tizere 35, g Agzg = 0 olsun. Buradan o := max{f|zz € S} olmak

uzere \
To = — Z )\751‘5 eV,
rgeS\{za}

celigkisini elde ederiz.

Basgtan dogrusal bagimsiz bir A kiimesi verildiginde V kiimesini iyi siralar-
ken 6nce A iyi siralanarak ige baglariz. Bu durumda A C B olacag apagik-
tirS. O

Problem 4.0.33 Rq uzayimn Lebesgue dlgtilebilir ve olgiisi sifir olan bir
Hamel bazi oldugunu kanstlayiniz. Not: Cantor’un streklilik hipotezi altindan
Lebesgue olgiilemeyen Hamel bazlar, da vardar.

Birinci ¢ozim: (3.4.4).

Ikinci ¢ézim: C C [0,1] Cantor kiimemiz olsun. A := J,c,(n + O)
olsun. R = A+ C (3.4.3) oldugundan (4)q = R. (A)q i¢in segecegimiz bir
B C A baz1 aym1 zamanda Rg uzaymin da bir bazidir. ;4 ile R'nin Lebesgue
oOlglisiinti gosterirsek p(C) = 0 oldugundan 6nce pu(A) = 0, dolaysiyla
w(B) = 0 elde edilir. O

Problem 4.0.34 Bir A C R kimesini ve sayilabilir sonsuz bir I C R
kiimesini her i € I i¢in A; :== i+ A dtelemesi R’de yogun ve {A;}icr ise
R ’nin bir parcalanisi olacak bigimde bulunuz(Rubin [49]).

Rg uzaymmizin bir H Hamel bazini ve onun bir h € H 6gesini secelim.
A = (H\{h})q olsun. 0 # h* € H\{h} i¢in Qh* kiimesi R'de yogun ve
Qh* C A oldugundan A kiimesi R’de yogundur. Her ¢ € Q i¢in A, := gh+A
kiimesi de R’de yogundur. Bir bazdan yola giktigimizdan g # ¢’ igin acikca
AgNAy=0veR =,cq04q- O

6Bu kanit Hamel’in [29] makalesinden esinlenmistir.
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Problem 4.0.35 R gercek sayplar kimesinin bir A 6z altkimesinin, her
r € R i¢cin
A= {A+nr|neN}

ailesi sonlu olacak bigimde bulunabilecegini kanitlayiniz(Rubin [49]).

Rg vektor uzayimin bir H Hamel bazinmi alalim.

A:={> myh|S C HAYS <wAVhe S(my, € Z)}
hesS

olsun. Her geyden oOnce gergekten A C R bir 6z altkiimedir. g, € Q\Z
olmak fizere, H bir baz oldugundan » , .qqnh ¢ A. 7 € R icin A, =
{A+nr|n < w} ailesi igimizi goriir. r = 0 ise A, = {A}. Simdi r # 0
olsun. r € Rg oldugundan ay,..., o, € Q* sifirdan farkh rasyonel sayilar
ve hi,...h, € H olmak tizere tek turli » = a1h; + --- + aph, olarak
yazilabilir. Kisaltilmig gosterimlerle

o = ]ﬁ,qi >0,i=1,...,n
a4
ve ¢ € Nise qi,...,q, sayllarinin en kiiciik ortak kati olsun. Bu durumda

qr € A olur ve A toplamaya gore bir grup oldugundan A + gr = A olur.
Buradan da m,n € N ve m = n(q), dd. m ve n sayilar1 ¢ ile boliindiigiinde
ayni kalan veriyorlarsa A +mr = A + nr elde edilir. Sonucta

A ={A+nr|0<n<g—1AneN}
ailesi ¢ 6geli bir kiime olur. [J

Problem 4.0.36 A= {z+ A|xz € R} saylabilir olacak bi¢imde R nin bir
A oz altkimesinin oldugunu kanitlayiniz.

(4.0.34)’teki A kiimesi igimizi goriir. Gercekten de H, Rg uzaymnin bir
Hamel bazi olsun. h € H ve A := (H\{h})q olsun. Elbette A C R. R =
A®Qh. Her z € R icin tek olarak belirli y € A ve ¢ € Q ile x = gh + y.
Dolayisiyla her a € A i¢in a + A = A oldugundan

r+A=qgh+y+A=qh+A
Dolayisiyla {z + A|z e R} ={¢gh+ A|q e Q}. O
Problem 4.0.37 Cantor kiimesini olusturuken atilan her agik arabkta sa-

bit olan sirekli bir f : [0,1] — [0, 1] fonksiyonunun ayrica f(0) = 0 ve
f(1) =1 olacak bigimde bulunabilecegini kanitlayiniz.



4. PROBLEMLERIN COZUMLERI 327

C Cantor kiimesi olusturulurken n. adimda atilalan agik araliklardan
sonra geriye kalan 2" kapali araliklarin birlegimi C,, ise tanmim geregi C =
N Cy. I = [0,1] birim kapali aralik ve D,, := I\C,, olsun. Ik n adimda
atilan acik araliklar soldan saga I7*,1 < i < 2™ —1 olarak siralansin. Parcali
dogrusal stirekli f, : I — I fonksiyonu I agik araliginda sabit olarak
127" degerini alsin ve diger yerlerde dogrusal genisletilsin (boylece grafi bir
poligondur).

Farll? = fulll, 1<i <27 — 1.

(fn) dizisi artandir ve

[fntr = full = supf[fni1(z) — fu(@)|[2 € T} <277

Dolayisiyla dizimiz I araliginda diizgiin yakinsaktir. f = lim f,, fonksiyonu
istenen ozellikleri saglar, ayrica artandir ve Cantor-Lebesgue fonksiyonu
olarak bilinir. [

Problem 4.0.38 X bir kiime ve F ise deger bilgeleri [X]=% veya X, tanim
bolgeleri ise n € N olmak tzere X™ tipinde kiimeler olan bir fonksiyonlar
ailesi olsun. Burada n dogal sayist farkl fonksiyonlarda farkly olabilir. F
saylabilir olsun. Bu durumda:

1. Her Z C X altkiimesine karsilik bu kiimeyi icerip F 'nin etkisi altinda
kapaly olan kiimeler icinde C bagintisina gore en kicik olan bir Y
kimesi vardvr. Bu kiimeyi kpr(Z) ile gosterecegiz. hkpr(Z) < 8Z+Rg,
dolayswyla Z sonsuz ise tkpr(Z) = 47,

2.8X = Kk > Ny ise X kumesinin, F 'nin etkisi altinda kapaly olan
altkiimelerinin artan bir (Xo),o, dizisi her a < k igin 1X, < K,
X = Uper Xa ve her limit X icin X\ = U,y Xo olacak bigimde
vardur.

F ailesindeki f : X™ — X tipindeki fonksiyonlar1 f*(z) = {f(x)} ile
tanimlanmig f* : X — [X]! tipindeki fonksiyonla 6zdesleyecegiz.

1. p:= {7 4+ Ny olsun. Tiimevarimla bir (Z,),<, kiime dizisi tanimla-
yacagiz. Zg = Z olsun. Z, tanimlanmigsa

Zniri=ZnU| HF(2)|F € FAtanF = X" Nz = (21,...,2) € Z'}

olarak agiklansin. Tiimevarimla {7, < p oldugu kolayca goriilebilir. Sav
n = 0 igin dogrudur ve n i¢in kanitlanmig olsun. Tanim geregi Z, 1 iki
kiimenin birlesimidir. Birincisi Z, ve timevarim kogulundan 7, < u.
Ikincisi ise F(z) kiimelerinin birlesimidir. §F(z) < N ve ikinci birlegimin
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damga kiimesi F x [Z,]<“’nmn bir altkiimesidir. Tanim geregi p sonsuz
oldugundan her m < w i¢in §Z" < p, dolayisiyla §[Z,]<% < u. Boylece
damga kiimesinin giici < §.F * §[Z,]<% < p olur. Ayrica daima §F(z) < N
oldugundan birlesimin giicii < Ng * g = p olur.

kpr(Z) := U, <y, Zn olsun. Tamm geregi Z C kpr(Z) C X ve hkpr(Z) <
No * = p. Simdi kpr(Z)’'nin F'nin etkisi altinda kapali oldugunu gérelim.
F € F keyfi verilsin ve tanF = X" olsun. Eger 21, ..., 2y, € kpr(Z) ise bir
n<wilezi,...,zm € Zy, dolayisiyla F'(z1,...,2,) C Zny1 € kpr(Z) olur.

Z CY ve Y kiimesi F’nin etkisi altinda kapali ise tiimevarimla her n
icin Z, C Y oldugunu gérmek kolaydir, bu ise kpr(Z) C Y demektir.

2. X kiimesini (z4)a<x olarak iyi siralayalm ve o < k igin Y, :=
{ze|€ < a} ve Xy := kpr(Y,) olsun. §Y, = o < K oldugundan (1)’den
dolay1 1X, < oo + Xy < & olur. X =, Yo oldugundan X = ., Xa
oldugu apagiktir. A bir limit sira sayis1 ise Y\ = [, Yo oldugundan
Xy = UgerXa olur. (Ya)a<k kesin artan bir dizi oldugundan (Xa)a<x
de artandir. [

Problem 4.0.39 R? diizleminin her X altkiimesinin sayilabilir bir A par-
calamisinin her A € A kiumesinin farkl iki noktasinin birbirine uzakligr
daima irrasyonel olacak bicimde bulunabilecegini kanitlayiniz kamitlayiniz
(Erdds-Hagnal).

Onermeyi £ = §X fizerinden tiimevarimla kamtlayacagiz. k < Ng ise
kanitlanacak bir sey yoktur: X kiimesi sayilabilir ¢coklukta tek 6geli kiimele-
rin birlegimi olarak yazilabilir ve sav dogrudur. Simdi « > Ng olsun ve
onerme giicii x’dan kiiciik olan her Y C R? icin kanitlanmis olsun. Her
p,q € (R?)? igin F,,; : (R?)? — [R?]<% fonksiyonu

Fpg(z,y) = {z]llz — 2| = pAlly — 2| = ¢}, (x # y igin), ve
Fog(z,z) =10

ile tanimlansim. = # y i¢in diizlemde iki cemberin arakesiti olarak Fy,,(z,y)
en fazla iki 6geli bir kiimedir. Bir énceki problemde F := {Fp4|p,q € Q}
alarak F’nin etkisi altinda kapali genisleyen bir (X,)a < k dizisini X =
Ua<r Xao olacak bicimde olusturalim.

Aradigimiz A,, kiimelerini bir g : X — w yardimyla A, := g '[{n}]
olarak kazanmak istiyoruz. Bu durumda

(x) g(x) =g Ne#y= |z —y[| £ Q

olmalidir. Boyle bir fonksiyonu « tizerinden tiimevarimla tamimlayacagiz.
a < Kk ve Oonerme her f < « igin kanitlanmig olsun. Eger « bir limit
sira sayisi ise g simdiden X, = g<a X, 5’da tanimlanmistir ve (x) 6zelligini
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saglar. 3imdi « bir ardil, 6rnegin a = 8+ 1 olsun. g fonksiyonu Xz kiime-
sinde tanimlanmistir ve biz onu Z = X341\ X kiimesine genisletecegiz.

Z = () ise yapacagimiz bir ig yoktur. Simdi Z # () olsun. §Z < §Xg4q <
k oldugundan tiimevarim kogulundan dolayr (%) bagntisimi saglayan bir
h : Z — w fonksiyonu bulabiliriz. Ik akla gelen sey, g fonksiyonunu Z
kiimesine h olarak genigletmek, dogru degildir. Acalim: X kiimesi F aile-
sinin etkisi altinda kapahdir. Bu tam da uzaymmizin Xz kiimesinin ki farkl
noktasina uzakliklar: rasyonel sayilar olan noktalariin da Xg kiimesinde
oldugunu soyler. Ancak uzayimzda Xz kiimesinin bir tek noktasmna ras-
yonel uzaklikta noktalar olabilir ve bu noktalardan bir kismi1 Z kiimesinde
olabilir. Bir z € Z noktasinin Xz kiimesinin bir noktasma uzaklig: rasyonel
ise tek olarak belirli olan bu noktay1 x, ile gosterelim. Simdi bir h* : Z — w
fonksiyonunu z € Z icin h*(z) € {2n,2n + 1} olarak tammlayalim. El-
bette h* fonksiyonu da (*) kosulunu saglar. Simdi g fonksiyonunu Z kiime-
sine, gerekirse bir ince ayarla, h* olarak genisletecegiz; ancak bir z icin
soziinil ettigimiz tiirden bir x, varsa g(z) degerini g(z,)’den farkli olacak
bicimde ayarlayacagiz. Tiimevarim tamamlanmistir. A, := g~ '[{n}] olmak
tizere A = {A,, |n < w} isimizi gorir. O

Problem 4.0.40 R? diizlemimizin asagidaki kosullar: saglayan bir {A, B}
parcalamisinin olamayacaging gosteriniz:

1. y-eksenine kosut her dogru B kiumesini saylabilir noktada keser.

2. z-eksenine kosut her dogru A kimesini sonlu noktada keser(Tietze

[57]).

Boyle bir R? = A LU B parcalaniginin bulundugunu varsayalim. Herhangi
bir M C R? altkiimesi ve z,y € R icin

M(z, o) :={y|(z,y) € M} ve M(e,y) :={z|(z,y) € M}

olsun. Simdi X C R? sayilabilir sonsuz bir kiime olsun. Her x € X icin
B(x, o) sayilabilir oldugundan Y := B(X,e) := |J . x B(z, ®) sayilabilirdir.
Jy* € R\Y. Tanim geregi her x € X i¢in (z,y*) ¢ B. {A, B} uzayimzn bir
pargalanigi oldugundan hipotezimize aykir1 bigimde her z € R igin (z,y*) €
A olur ve x-eksenine kogut y = y* dogrusu A kiimesini sonsuz noktada keser!
O

Problem 4.0.41 X ve Y giicleri R, olan iki kiime ve R, < N, bir baska
cokluk sayst olsun. Z = X XY kiimesinin bir Z = AU B parcalaniginin
herx € X vey € Y igin g(BN{x} xY) <N, ve (AN X x {y}) <N,
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olacak bicimde bulunabilmest icin gerek ve yeter kosulun p = v+1 oldugunu
gosteriniz( Tietze [57])7.

k = N, olmak iizere X ve Y kiimelerinin 6gelerini (2¢)ec, ve (Ye)e<n
olarak iyi siralayalim. M (z, ) ve M (e, y) bir énceki ¢oziimdeki gosterimler
olsunlar.

1. 4 =v+1 olsun.

A={(Ta,yp) | < B <K} ve B:={(za,ys) | <a <k}

aldigimizda Z = A U B istenen tiirden bir parcalanigtir.

2. 9imdi g > v+ 1 olsun ve Z = ALl B’nin istenen tiirden bir pargalanig
oldugunu varsyalim. N C Y giicii 8,41 olan bir altkiime olsun. Her y € N
icin fA(e,y) <N, oldugundan

FA(0,Y) =1 Ale, 1)) SRy #Ryp1 =Rypq <N,
yey

Bu nedenle bir z* € X\ A(e,Y) segebiliriz. Bu durumda her y € N igin
(x*,y) ¢ A, dolaywsiyla (z*,y) € B olacagindan

H(BN{z*} xY)>({z*} x N) =N =X,11 >R,
olur ki bu 6nermenin kogullariyla celigir. [J

Problem 4.0.42 Cantor’un siireklilik hipotezi, R? diizleminin z-eksenine
kosut her dogruyla sayilabilir noktada kesisen bir A kiumesiyle y-eksenine
kosut her dog-ruyla sayplabilir noktada kesisen bir B = R\ A kiimesine
parcalanabilmesine denktir(Sierpinski [55])°.

Bir onceki problemde R, = ¢ ve v = 0 aldigimizda sav elde edilir. [

Problem 4.0.43 a, b, c gercek saylar: Q tzerinden dogrusal bagimsizsalar
f,9 : R — R fonksiyonlarimin, f fonksiyonu a, g fonksiyonu b ve f + g
fonksiyonu ¢ periyotlu olacak bicimde bulunabileceklerini kanitlayiniz.

a,b,c gergek sayilar1 Q iizerinden dogrusal bagimsiz olsunlar. {a,b,c}
kiimesini Rg uzaymmizi bir H Hamel bazina tamamalayalim. f(0) = f(a) =

"Tietze bu teoremi bir sonraki problemde isleyecegimiz Sierpinski Teoremi’ndeki diigiinceleri
izleyerek kanitladigin belirtir. Bu galigmada aslinda daha genel olarak X = k1, Y = ko, u1 <
K1, p2 < k2 olmak tizere x-eksenine kogut dogrular tarafindan en fazla u; noktada ve y-eksenine
kosut dogrular tarafindan en fazla u2 noktada kesilen pargalanmalar: aragtirmigtir.

8Aynm yoéntemle 12 = [0,1] x [0,1] birim kareyi de ayni ozellikli A, B kiimelerine
pargalayabilirsiniz. Bu durumda Fubini Teoremi’ni kullanarak A, B kiimelerinin Lebesgue 6l¢iile-
mez olduklarini kolayca gorebilirisiniz.
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0, f(c) =2 ve her x € H\{a,c} icin f(z) =1, g(0) = g(b) =0, g(c) = -2
ve her © € H\{b, ¢} i¢in g(z) = 1 olsun. Bu fonksiyonlar1 Q dogrusal olarak
R’ye genigletelim. f ve g igimizi gortirler. [J

Problem 4.0.44 R uzayimn her kusursuz altkiimesinde her x degerini c
kez alan bir f : R — R fonksiyonun varlgini kamitlayimiz(Halperin [28]).

R kiimesini < ile (z4)a<c olarak iyi swralayalim. R uzaymmizin ¢ kadar
kusursuz kiimesi vardir ve her kusursuz kiimenin giicii de ¢’dir. Simdi kusur-
suz kiimelerimizi bir kez (K, )<, olarak iyi siralayalim, bir kez de her biri
tam ¢ kez gegecek bicimde bir (P, ), dizisi olusturalim. Tekrarh se¢gmeyle
Pa € P, noktalarimi sececegiz. o < ¢ ve her 3 < « i¢in pg secilmis olsun.
jae < ¢ oldugundan P := P, \{ps|B < a} # 0. p, ise < iyi siralamasina
gore P} kiimesinin minimumu olsun. Boylece her K, kusursuz kiimesinden
¢ nokta se¢mis oluruz; bunlar{y.s | 8 < ¢} olsunlar. Simdi f : R — R fonk-
siyonu her o, § < ¢ i¢in f(Yag) = Za, ve R\{yap | @, f < ¢} icinse istenildigi
gibi agikilansin. Bu fonksiyon elbette her x, degerini tam ¢ kez alir. [J

Problem 4.0.45 Her gercek degeri her agik aralikta sonsuz kez almasina
karsin yine de Lebesgue dlgiisiine gore hemen her yerde sifir olan bir f :
R — R fonksiyonunun varlhginy kanitlayinaz.

Problem 4.0.33’te kamitlandig1 gibi Rg uzayimin Lebesgue olgiilebilir ve
w(H) Lebesgue 6l¢iisti 0 olan bir H Hamel bazini alalim. §H = ¢ oldugundan
bir orten f : H — R dontisimii vardir. Bir f : R — R fonksiyonu her
0 # q € Qveher h € H igin f(qh) := f(h), diger yerlerde 6zdes olarak
0 olarak agiklansin. Simdi a < b ve A gergek sayilar1 keyfi verilsinler. f|H
orten oldugundan f(h) = A olacak bigimde bir h € H vardir. Qh kiimesi
R’de yogun oldugundan bu kiimenin (a, b) araliginda sifirdan farkli sonsuz
6gesi vardir ve tiim bu noktalarda f fonksiyonu A\ degerini alir. u(H) = 0
oldugundan S := | J,c i Qh bir sifir kiimesidir. Diger yandan f fonksiyonu
R\S kiimesinde tanim geregi 6zdes olarak sifirdir. OJ

Problem 4.0.46 Her f : R — R fonksiyonun Lebesgue dl¢iisti sifir olan
bir kiime disinda bir Darboux fonksiyonuna esit oldugunu kanitlayiniz.

1. f: R — R keyfi verilsin. g fonksiyonu Problem 4.0.45’teki Darboux
fonksiyonu olsun. h := f + g bir yandan Darboux fonksiyonudur, diger
yandan hemen her yerde f fonksiyonuna esittir. [

Problem 4.0.47 Hicbir arahkta sabit olmamasina karsin strekli tirevle-
nebilir bir f : [0,1] — R fonksiyonunun {f(x)| f'(x) = 0} tekil degerler

kiimesinin sayilamaz olabilecegini kanstlayiniz.
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C C [0,1] =: I Cantor kiimesi olsun. C' kiimesini olustururken /’dan
attigimiz sayilabilir ¢oklukta acik araliklar I,, = (an,b,),n < w olsunlar.
Bir g : [0,1] — R fonksiyonunu

[0 xeC
g(z) .—{ (x —ap)(bp—2) z€Iln<w

olarak agiklayalim. g fonksiyonu siirekli oldugundan her = € I i¢in

ile agiklanan f : [0,1] — R fonksiyonu siirekli tiirevlenebilir. {z | f'(z) =
0} tekil noktalarmin kiimesi tam da C Cantor kiimesidir. f* = ¢ tiirevi
highir yerde yogun olmayan bir kiime diginda pozitif oldugundan f kesin
artandyr. Bu nedenle {f(z) |z € C} tekil degerler kiimesi sayilamaz. [

Problem 4.0.48 X ve Y gicleri k > N olan iki kiime, F' := {f |tanf C
XA f:tanf - Y} ve tF = k olsun. Bir g : X — Y fonksiyonunun X
klimesinin gict k olan hicbir altkimesinde hicbir f € F ile ¢akismayacak
bicimde bulunabilecegini gosteriniz.

X ve F kiimelerini (z4)a<x Ve (fa)a<s olarak iyi siralayalim. Sonludtesi
tiimevarimla bir g : X — Y fonksiyonunu her { < o < & i¢in z, € tanf¢
ise g(xa) # fe(xa) olacak bigimde tanimlayalim. Bu miimkiindiir. o < &
keyfi verilsin ve her 8 < a.igin g fonksiyonu her § < 3 icin xg € tanf¢ ise
g(xg) # fe(xp) olacak bicimde aciklanmig olsun. §3 < o < x oldugundan
her 5 < « icin,

Y :={fe(z3)|£ < BAxs € tanfe}

olmak iizere pg := Y3 < 8 < fja < k. Dolayisiyla <U5<a YB) < fo * fo.
Simdi fa sonlu ise fja * joo de sonlu olacagindan, fo sonsuz ise fo * o =
fo olacagindan daima fo * ja < K olur. g(za) degeri Y\Uz Y5 # 0
kiimesinden secilebilir.

Herhangi bir o < & icin

Eo = {xg|g(xp) = falzs)} S{zs]B8 <}
oldugundan hE, < fla < k. O

Problem 4.0.49 Bir g : R® — R fonksiyonunun, gici ¢ olan hicbir alt-
kiimede strekli olmayacak bicimde bulunabilecegini kanitlayinaz.
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Kanit. Bir 6nceki problemde kK = ¢, X =R", Y =R ve F := {f|tanf C
R™ bir G5 kiimesi A f : tanf — R siirekli} alacagiz.

Gs .= {A CR"| A bir Gy kiimesi}

olsun. 7 ile R™ uzayimizin topolojisini gosterelim. 7 = ¢ oldugunu biliyo-
ruz. Bu nedenle §Gs > ¢. Diger yandan her A € Gs sayilabilir ¢coklukta agik
kiimelerin arakesiti oldugundan G5 < hTNO =IcM0 = ¢. Sonucta tGs = ¢. Her
bir A € Gy ayrilabilir metrik uzay oldugundan g{f | f : A — R siirekli} = ¢,
dolayisiyla §F = ¢ x ¢ = ¢. Bdylece bir 6nceki problemin kogullar: saglanir.
g orada tamimlanan fonksiyon olsun. Simdi bu g fonksiyonunun igimizi
gorecegini kanitlayacagiz.

Bir an i¢in herhangi bir A* C R™ altkiimesinde verilen siirekli bir f* :
A* — R fonksiyonunun A* C A kogulunu saglayan bir G kiimesinde siirekli
olan bir f : A — R fonksiyonuna genisletilebilecegini varsayalim. O zaman
isimiz gercekten bitmistir. Clinkii f € F olacagindan giicii ¢ olan bir alt-
kiimede f = g olamaz, dolayisiyla f* = g de olamaz!

Geriye varsayimin kanitlanmasi kaliyor. Bunun ici yol gosterip, tamam-
lamay1 6dev olarak birakacagiz. x € A* icin

w(@) == nt{d(f*(By(x) N A") |7 > 0}

(= f* fonksiyonunun x noktasimndaki salimmi) olmak iizere A := {z €
A*|w(z) = 0} olsun. Agagidaki 6nermeleri 6dev olarak birakiyoruz:

1.z € Ave (p)n<w C A% igin & = lim x,, ise (f*(zy))n<w Cauchy dizisidir.
2. f(z) := limp<y, f*(z,) iyi tammhdir.
3. AeGsve f: A— R streklidir. =

Problem 4.0.50 Bir X normal Hausdorff uzayinda normlanmas bir p ol-
custiniin, dd. p(X) = 1 kosulunu saglayan bir p él¢isinin desteginin
olgtistiniin 0 olabilecegini ornekleyiniz.

Ornek 3.6.23’te verilen Dieudonné dlciisii bir érnektir. O

Simdi problemleri girigte vermemizin iigiincii nedenini sdyleyebiliriz. Prob-
lemlerimizin bir cogu birer teoremdir. Belli bir diizeydeki her konuda prob-
lemlerin ¢ogunu zorluk bakimindan bir teoremden ayirmak zordur. Ancak
“tanim+teorem” bicimindeki bir ders veya bir kitap sikici bulunmaktadir.
Teorem niteligindeki bazi bilgilerin 6rnek veya problem adi ile sunulmasinin
derslerde 6grenciyi psikoljik olarak rahatlattigim gozlemledim. Ugiincii ne-
denimiz budur.
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